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Sur la réduction à sa forme canonique de la structure 
d'un groupe de transformations fini et continu. 

Par E. Cartan, h Montpellier. 



Etant donnée une équation algébrique, il peut arriver dans certains cas que, 
par des considérations géométriques ou autres, on connaisse d'avance certaines 
relations entre les racines de cette équation, par exemple dans le cas de l'équa- 
tion qui donne les neuf points d'inflexions d'une courbe plane du troisième degré. 
On peut alors profiter de ces relations pour ramener la résolution à celle d'équa- 
tions auxiliaires plus simples; la nature, le nombre, l'ordre de ces équations 
dépendent uniquement de la structure d'un certain groupe de substitutions effec- 
tuées sur les racines. Un fait analogue se présente dans les équations aux 
dérivées partielles. M. Lie, en particulier, a montré comment, étant donné un 
système d'équations aux dérivées partielles dont la solution générale ne dépend 
que d'un nombre fini de constantes arbitraires, on pouvait ramener ce système à 
d'autres systèmes auxiliaires plus simples, si l'on connaît soit un moyen de passer 
d'une solution particulière à une autre solution plus générale au moyen de trans- 
formations effectuées sur les variables et les fonctions. Sa méthode d'intégration 
de ces systèmes ou plutôt des systèmes complets qui admettent un groupe de 
transformations fini et continu repose aussi essentiellement sur la structure du 
groupe considéré; et c'est cette structure qui détermine la nature des intégrations 
auxiliaires auxquelles se ramène l'intégration du système donné. Mais pour 
appliquer la méthode, il est nécessaire de ramener préalablement la structure 
du groupe à une forme particulière ; il faut d'abord décomposer le groupe en une 
série normale de sous-groupes, ensuite ramener la structure de chaque groupe com- 
posant h une forme canonique. La solution du premier problème décompose le 
système donné en un certain nombre d'autres réductibles ; la solution du second 
problème permet de traiter chacun de ces systèmes auxiliaires ou du moins de le 
1 



2 Oartan : Sur la réduction h sa forme canonique de la 

ramener à un système canonique qui rentre dans un certain nombre de types 
connus à l'avance. 

Ces deux problèmes sont de nature purement algébrique ; mais leur résolution 
ne semblait pas facile avant les recherches de M. Killing sur la structure des 
groupes. Mais grâce à ses travaux et aux miens sur le même sujet, je suis 
parvenu, comme je l'ai annoncé dans les Comptes Rendus au mois d'octobre 1894, 
à résoudre complètement ces deux problèmes. C'est cette résolution que je me 
propose d'exposer dans ce travail. 

Les résultats les plus importants auxquels j'arrive sont les suivants. D'abord 
on peut toujours par des opérations rationnelles ramener le problème au cas où 
le groupe est semi-simple, et même reconnaître d'avance la nature des sous- 
groupes invariants simples qui composent le groupe. Leur séparation n'exige 
la résolution d'une équation que si plusieurs de ces sous-groupes ont la même 
structure. Quant à la réduction à sa forme canonique de la structure d'un 
groupe simple, elle dépend d'une certaine équation algébrique dont le groupe de 
substitutions, au sens de Galois, est connu; cette équation s'appelle Vêquation 
caractéristique du groupe. Les différents groupes de substitutions qui s'intro- 
duisent ainsi ne présentent rien d'intéressant et se relient immédiatement aux 
groupes symétriques de n lettres. Néammoins trois d'entre eux offrent un 
intérêt particulier et sont isomorphes, l'un avec le groupe des 27 droites d'une 
sur/ace du 3 e ordre, l'autre avec le groupe des 28 tangentes doubles d'une courbe du 
4 e ordre, le dernier avec le 7 e groupe hypoabèlien de 1 20 lettres. Ce n'est pas un 
des résultats les moins intéressants et les moins inattendus de cette étude, que 
d'établir une relation entre ces groupes de substitutions de Galois et les groupes 
de transformations de M. Lie. 

Je commence par exposer aussi rapidement que' possible la méthode d'inté- 
gration de M. Lie, puis, après avoir rappelé quelques résultats essentiels sur la 
structure des groupes, je m'occupe du problème de la décomposition d'un groupe 
en une série normale de sous-groupes, et ensuite de la réduction de la structure 
d'un groupe simple à sa forme canonique. Le problème de trouver un sous- 
groupe maximum de chaque groupe simple donné est alors notablement simplifié 
et je me propose de le traiter dans un autre travail de façon à établir tous les 
types de systèmes d'équations différentielles auxquels la méthode de M. Lie per- 
mettra de ramener un système d'équations aux dérivées partielles jouissant des 
propriétés énoncées tout à l'heure. La connaissance de tous les groupes simples 
linéaires et homogènes à nombre minimum de variables, groupes qui sont tous 
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mentionnés dans ma thèse, permettra ensuite de ramener ces systèmes d'équa- 
tions différentielles à des systèmes linéaires aussi simples que possible. 

Il est d'ailleurs bien évident que toutes ces recherches trouvent leur applica- 
tion, non seulement dans la méthode d'intégration dont j'ai déjà parlé, mais 
encore dans la théorie des systèmes d'équations aux dérivées partielles qui 
admettent un système fondamental d'intégrales, théorie dominée aussi par la 
structure des groupes et qui a d'ailleurs un rapport très étroit avec la méthode de 
M. Lie dont elle est, en un certain sens, le prolongement. 

§1- 

Méthode de M. Lie pour intégrer les systèmes complets qui admettent wn groupe 

de transformations. 

On sait que l'intégration d'un système d'équations aux dérivées partielles 
dont la solution générale ne dépend que d'un nombre fini de constantes arbitraires 
se ramène toujours à celle d'un système d'équations différentielles ordinaires ou 
encore à celle d'un système complet ; il suffit pour cela d'adjoindre aux fonctions 
primitives un nombre suffisant de leurs dérivées partielles par rapport aux vari- 
ables indépendantes.* Il se peut qu'en effectuant sur les variables et les fonctions 
une certaine transformation connue, une solution quelconque du système se change 
en une autre solution du même système, d'une manière plus générale on peut 
connaître une infinité de transformations, dépendant par exemple de r paramètres 
arbitraires, et jouissant de la même propriété ; on peut, sans restreindre la 
généralité, supposer que ces transformations forment un groupe ; on dit alors que 
la système considéré admet le groupe de transformations en question. C'est ainsi 
que le système d'équations aux dérivées partielles qui donne les surfaces dont 
tous les points sont des ombilics, admet le groupe des déplacements dans l'espace. 
C'est à ces systèmes d'équations aux dérivées partielles, ou plutôt aux systèmes 
complets qui admettent un groupe de transformations fini que s'applique la 
méthode d'intégration que M. Lie a exposée dans le tome XXV des Mathemat- 
ische Annalen, et que je vais rapidement résumer. 

Soit un système complet formé de p équations à n variables, 






(i) 



* V. en particulier Lie, Théorie der Transformationsgruppen, I, eh. 10. 
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Dire que ce système complet admet le groupe de transformations défini 
par les équations 

»i =/< («i> œ 2. , »»; «i, «3 , « r ) (i = 1, 2 , «,), (2) 

c'est dire que si a (x lt x 2 , x n ) est une intégrale quelconque du système (1), 

l'expression o {x{, x' % , x' n ), où l'on a remplacé les x' au moyen des formules 

(2), est, quels que soient a x , a%, a r , une intégrale du système (1). On sait 

qu'on peut encore définir le groupe (2) par r transformations infinitésimales 
indépendantes représentées par les symboles 

4/= a aJ£ + a «i£ + '--- + «*»!£; (»=1.2 r), (3) 

si par exemple, ce que je suppose implicitement, pour certaines valeurs 
a", al , a? des paramètres, les équations (2) se réduisent à 

x t = x t , 

et si je donne à a x la valeur a\ + ht, et à a % , . . . . , a r les valeurs a" a° r , 

la partie principale de l'accroissement d'une fonction quelconque / sera de la 
forme 



/ a/, a/, , a/\*. 



et c'est le coeflîcient de ^ dans cette partie principale que j'appelle A x f, et qui 
caractérise la transformation infinitésimale correspondant aux paramètres 

Les r symboles A-^f, . . . . , J. r / sont linéairement indépendants, c'est-à-dire 
ne sont liés par aucune relation linéaire et homogène à coefficients constants, et de 
plus ils satisfont à des identités de la forme 

(A t A t ) = A t (A k f)-A k (A t f)=2 l c ik .A,f, (4) 

s=l 

où les c ika sont des constantes. 

Le fait que le système complet (1) admet le groupe (2) s'exprime, au moyen 
des transformations infinitésimales (3), par des relations de la forme 

{Ai^ic) = /^ja-Xi/ + . . . . + 7^ ilcp X p f, (5) 

où les à sont des fonctions convenablement choisies de xi, x % , x n . En 

effet, d'abord s'il en est ainsi et si à désigne une intégrale quelconque du système 
(l), on a 

A l (X h o) — X k (A i a) = 0, 
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ce qui montre que Ai(ui) est une nouvelle intégrale et par suite aussi Ai((ù)èt', 
autrement dit le système admet toutes les transformations infinitésimales du 
groupe (2), et par suite aussi ses transformations finies. Eéciproquement si le 
système (1) admet le groupe (2), il admettra la transformation infinitésimale J.j/, 
c'est-à-dire que Ayiui) sera une intégrale de (1), autrement dit l'équation 

A 1 (X i /)-X i (A 1 /) = 

admettra toutes les intégrales du système (1), ce qui entraîne des égalités de la 
forme (5). 

Cela étant supposons qu'il existe h relations linéaires et h seulement, de la 
forme 

on peut toujours les résoudre par rapport à h des quantités Af, puisque les X^f 
sont linéairement indépendants. Si on a par exemple 

Af=Kk+iA+if+ -- + KrAf+2ni,KX*f (»=i, a h), (6) 

tous les coefficients % a sont des intégrales du système complet, comme cela 
résulte immédiatement des équations (5) et de l'impossibilité d'une relation 
linéaire entre A &+i f, X p f. En effectuant sur ces intégrales les transfor- 
mations infinitésimales (3), on peut en obtenir de nouvelles et ainsi de suite. 
Supposons que par ce procédé on en ait obtenu v indépendantes : on peut 
toujours, par un changement de variables, faire en sorte que ces v intégrales 
soient x n _ v ^.i , x n ^ v ±%, . . . . , x n . 

Le système complet (1) prendra alors la forme 

Xi/ = Çii pr— + .... + Ci, n — y ~ (* — 1 , 2 , . . . . p) 

où les £ pourront contenir x n _ v+1 , . . . . , x n . Quant aux transformations infini- 
tésimales (3) elles prendront la forme 

i f df , . df , i \ df . 

-"■</ a<1 ^T > ' ' ' ' l a i, n — v pT~ \~ a t, n — v + l \ x n-v+l> • • • • i %n) pj~ "T • • • • 

Nous pouvons maintenant regarder œ n _„ + 1 , x n comme des constantes. 

Alors le système complet est à n — v = n' variables et en faisant des combinai- 
sons convenables, 

yi (»„_„ + i, ... . , x n )A 1 /+ .... +y r (»„_„+! x n )A r f, 
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nous aurons un certain nombre ¥ de transformations infinitésimales ne con- 
tenant plus ~ — - — ,...., -—- . Ces transformations engendrent un groupe en 

x x , . . . . , x n _ v dont il est facile de trouver les équations finies. Si on remarque 

en effet que le groupe (2) échange entre elles les variables x n _ v+1 , x n , 

il suffit d'écrire que la transformation (2") ne change aucune des quantités 
œ n _„ +1 , . . . . , x n , ce qui donne certaines relations 

x n — v + i == fn — v + 1 (^n — v + ll • • • • > x n ) a ll a Z > • • • • > <*r) 

qui permettent d'exprimer un certain nombre r — r 1 des paramètres en fonction 
des r 1 autres et des constantes a;„_„ + 1 , . . . . , x n . On a alors en x lt x % , . . . . , x n _ v 
le groupe cherché. 

Finalement, en effapant les accents de n' et de r' et en faisant abstraction des 
constantes x n _ v + 1 , x n , nous sommes ramenés au problème primitif; seule- 
ment ici les relations telles que (6) qui peuvent exister ne donnent naturellement 
plus d'intégrale nouvelle ; autrement dit les \ k sont des constantes. Comme 
on peut remplacer les r transformations infinitésimales A t f par r combinaisons 
linéaires indépendantes de ces mêmes quantités, on peut supposer que les h rela- 
tions (6) se réduisent à 

AJ- X^XJ (i = 1 , 2 , h), (6') 

et il n'existe alors aucune relation linéaire entre A h+1 f, . . . . , X v f. Autrement 
dit il existe des transformations infinitésimales du groupe qui sont des combi- 
naisons linéaires (à coefficients quelconques) des premiers membres des équations 
du système complet, et ces transformations se déduisent toutes linéairement de 
A x f, . . . . , A h f. Il en résulte, d'après (4) et (5) que tous les crochets {A-^A,), 
(A 9 A t ), ... . , (A h Ai), où A { f est une quelconque des transformations infini- 
tésimales du groupe (2), sont des combinaisons linéaires à coefficients constants 

de J. x / , A h f; on dit que A 1 f, . . . . , A h f engendrent un sous-groupe 

invariant du groupe (2). Supposons qu'on connaisse les équations finies de ce 
sous-groupe, ce qui, comme nous le verrons, est toujours possible. Alors, on 
pourra par des éliminations trouver ses invariants, autrement dit les intégrales 

du système complet 

A 1 f=0,...., A h f=0. (7) 

Supposons que x lt x 2 , . . . . , x n , soient ces invariants. Comme le système (1) 
comprend le système (7), les intégrales de (1) ne pourront être que des fonctions 
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de x lt x s , . . . . , av, et par suite dans les équations X t f— 0, on pourra ne garder 
que les termes en -J— , . . . . , ~ — et dans les coefficients de ces termes, y donner 

& x n+1 , x n des valeurs constantes. Le système se réduira alors à p' équa- 
tions (si, parmi les quantités %jj. ik X k f, il y en a p — p' indépendantes) qui 
formeront encore un système complet. De plus le groupe (2), qu'admet le 
système complet (7), échangera entre elles les variables ccj , x % x n , et devi- 
endra, en faisant abstraction des autres variables, un groupe à r — h — ¥ 
paramètres. On aura donc finalement, en effaçant les accents de n', r 1 , p', un 
système complet de p équations en x lt x%, ..... x n , admettant un groupe d'ordre 
r, engendré par les transformations infinitésimales A x f, . . . . , A r f, en dont on 
connaît les équations finies. 

On est ramené au problème primitif; seulement ici les expressions 

Xj/, . . . . , X p f, A x f, A r f ne sont liées par aucune relation linéaire (à 

coefficients quelconques). Il en résulte que p + r est au plus égal an. Si 
p -f- r est inférieur à n, en intégrant le système complet 

XJ= 0, .... , X p f= 0; AJ = , A T f- 

et en prenant pour variables n — p — r intégrales distinctes de ce système et p-\-r 
autres fonctions quelconques distinctes entre elles et distinctes des précédentes, 
on se ramène au cas de p-\-r variables, car on peut dès lors regarder les n — p — r 
intégrales considérées comme des constantes. 

Finalement on a à intégrer un système complet (1) de p équations a n=p+r 
variables, admettant un groupe d'ordre r dont on connaît les équations finies (2) 
et les transformations infinitésimales (3), les p + r expressions X x f, . . . . , X p f; 

A y f, A r f étant de plus linéairement indépendantes. On peut encore 

simplifier le problème en introduisant comme nouvelles variables x lt x%, . . . . , x p 
le système de p intégrales indépendantes du système complet 

A\f = 0, . . . . , A r /= 0, 

ou encore un système de p invariants indépendants du groupe (2), invariants 
qu'on peut calculer par des éliminations, et en prenant en outre r fonctions indé- 
pendantes de Xi, x s , x p , soit z lf %,...., z r pour former avec x 1 , œ 2 x p 

les p + r nouvelles variables. Enfin on pourra résoudre les équations 

Xif= 0, X p f— 0, 
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par rapport à -^- ,...., J- et supposer par exemple 

avec A i f=p a V + p 9 V+.„ m +p ir V (î=i,2 r). 

Le système complet (1) devient alors un système jacobien et l'on a des relations 
de la forme 

(X ( X k ) = J (^X fc ) = 0,1 

8 = 1 J 

La méthode d'intégration de Mayer permet encore de ramener au cas de p = 1 ; 
il suffit, en supposant que les coefficients Ç ik soient holomorphes au voisinage de 
a?! = x\, . . . . , x p = x p , de poser 

»i = A+ yi,x z =xl + y x y % , x p = x p + y^, 

de résoudre l'équation obtenue en résolvant par rapport à ^-, en y regardant 

y s , . . . . , y p comme des constantes.* Par ce changement de variables le groupe 
(2) se change en un groupe en zi, 2g, . . . . , z r , mais dans les équations duquel 
y % , y 3 , . . . . , y v devront être regardées comme des constantes. On est donc bien 
ramené au cas où p = 1 . 

Le problème réduit est donc le suivant. Intégrer- Véquation 

x f=^ + ^+--+^°. w 

sachant que cette équation admet un groupe G à r paramètres connu, dont les trans- 
formations infinitésimales 

^ù/= Ai J^+ft 3 J^ + .... + &,-§£- (»=l,2,....,r) (9) 

ne sont liées par aucune relation linéaire (h coefficients quelconques). Un tel groupe 
est dit simplement transitif^; il existe dans le groupe une transformation et une 

* Voir par exemple Goursat, Leçons sur V Intégration des Equations aux dérivées partielles du 
premier ordre, p. 54-60. 

t V. Lie, Transformationsgruppen, I, p. 312. 
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seule permettant de passer d'un point quelconque (z 1( z 2 , z r ) à un autre 

point quelconque {z[, z^, . . . . , z' r ). 

La nature des opérations à effectuer pour arriver à la solution de ce prob- 
lème réduit dépend essentiellement de la structure du groupe G, c'est-à-dire des 
constantes c m . Supposons d'abord qu'on puisse choisir les transformations 
infinitésimales A x f, . . . . , A r f de fapon que 

(A i A k )=c ikl A 1 f+...+c i>Kr _ 1 A,._ 1 f, (i — 1, 2,..., r— 1; Je=l, 2,...,r) (10) 

autrement dit que le groupe admette un sous-groupe invariant G x (A x f, . . , , A^f) 
d'ordre r — 1 (ou à r — 1 paramètres). Alors le système complet 

Xf= , A 1 /= , 4-i/= o, 

admet la transformation infinitésimale A r f. Si donc a est une intégrale de ce 
système complet, A r (o) est une fonction de a, puisque le système complet est de 
r équations à r + 1 variables. En posant 

da 



/ de 
A r < 



.(a) 

A r (u) = A r (g>) i^- = 1 . Il exist 
équations 



on a alors A r (u) = A r (a) -^- = 1. Il existe donc une fonction u satisfaisant aux 



Xf= 0, AJ= 0, .... , A r _J= 0, A r /= 1 ; 

ces équations peuvent être résolues par rapport à -^- , -J- ~ et par suite 

donnent a par une quadrature. En faisant un changement de variables, on peut 
faire en sorte que cette intégrale soit z,. ; on peut alors regarder z r comme un 
paramètre, et en laissant de côté la transformation infinitésimale A r f, on est 
ramené du cas de r au cas de r — 1 . Le groupe O est ici remplacé par le 
groupe 6r x . 

Si le groupe Q x admet à son tour un sous-groupe invariant d'ordre r— 2, on 
peut par une quadrature trouver une nouvelle intégrale et ainsi de suite. Donc 
si le groupe G admet un sous-groupe invariant d'ordre r — 1 , celui-ci un sous-groupe 
invariant d'ordre r — 2 , ce dernier un sous-groupe invariant d'ordre r — 3 , et ainsi 
de suite, on peut intégrer complètement l'équation proposée par r quadratures. C'est 
pour cette raison que M. Lie a nommé intégrdbles les groupes qui jouissent des 
propriétés qui viennent d'être énoncées. 
2 
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Dans le cas général où le groupe G n'est pas intégrable, voici com- 
ment on peut procéder. Imaginons que les transformations infinitésimales 
A h+l f ,...., A r f engendrent un sous-groupe invariant G 1 du groupe G, 
c'est-à-dire que tous les crochets (AiA h+1 ), . . . . , (A t A r ), où A t f est une transfor- 
mation infinitésimale quelconque de G, dépendent linéairement de A h+1 f, . . . , A r f. 
Nous pouvons avoir les équations finies du sous-groupe invariant G x et par suite 

calculer ses invariants. Supposons que z 1} Zg, z h soient h distincts de 

ces invariants (il n'y en a pas plus de h). Alors la nature des crochets 
(■XA + i) » • • • . (Xi r ), (AiA h+1 ), ..., (AiA r ) montre que dans Xf, A-J, ... , AJ 

les coefficients de ^- , J-, . .. . , J- ne dépendent que de x, z 1} %,...., z h . 

OZ x QZ% OZ h 

Considérons alors l'équation 

elle admet le groupe G engendré par les transformations infinitésimales 

^/=&J£ + £«!£+••• • + &»!£ (»=1,2 h), 

qui indique comment le groupe G transforme les variables z x , z s , z h . Sup- 
posons cette équation intégrée et prenons pour z x , z % , . . . . , z h , h intégrales dis- 
tinctes. Alors l'équation primitive se réduit à 

et elle admet le groupe G x engendré par les transformations 

■A h + if= (3 k + i , ft+ig- h • • • • +/?ft+i, rg^" (*'= 1,2,...., r — h). 

On voit que le problème se ramène à l'intégration d'une équation à h + 1 vari- 
ables admettant un groupe simplement transitif d'ordre A et à celle d'une équa- 
tion à r — h + 1 variables admettant un groupe simplement transitif d'ordre 
r — h. Si en particulier h=l, la première équation s'intègre par une quad- 
rature. 

Nous pouvons supposer que le sous-groupe invariant G x n'est contenu dans 
aucun sous-groupe invariant plus grand ; alors le groupe Cr n'admet lui-même 
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aucun sous-groupe invariant ; on dit qu'il est simple. Si donc nous sommes par- 
venus à trouver dans le groupe G une série de sous-groupes 

telle que chaque groupe { de cette série soit un sous-groupe invariant du précé- 
dent Gi_ x et ne soit contenu dans aucun sous-groupe invariant plus grand de 
Gi-i, nous aurons ramené l'intégration de l'équation primitive â celle d'une série 
d'équations à groupes simples. L'établissement d'une telle série constitue ce que 
M. Lie a appelé une décomposition normale du groupe G en une série de sous- 
groupes. On peut démontrer que, de quelque fapon qu'on opère, les nombres des 
paramètres des groupes simples qu'on en déduit restent les mêmes à l'ordre près. 
Prenons donc une équation àr+1 variables x, z lt z % , .... , z r , (r>l), 
admettant un groupe G simple, simplement transitif en z x , z % , z r (les équa- 
tions du groupe pouvant d'ailleurs dépendre de la variable x). Supposons 
que les transformations infinitésimales A g + 1 f, .... , A r f définissent un sous- 
groupe g de G, c'est-à-dire que les crochets (A q+i A i + k ) ne dépendent que de 
Aq+if, - • • • , A r f. Si nous connaisons les équations finies de ce sous-groupe, 
nous pourront en calculer les invariants et par un changement de variables faire 
en sorte que z lt a a , . . . . , z s soint q de ces invariants, tous les autres étant des 
fonctions de z 1} a 2 , . . . . , z q . Alors les relations 

(XA i+1 ) = .... = (XA r )=0 
montrent que dans Xf les coefficients de -^ — , -* — , -p. — ne dépendent que 

de X , Zj , 2 2 , • . . . , Zg '. 

Xf— -fjt- + £l («, % ■ ,Z ^dz + + ^2 + 1 ( œ » Z l' > Z r) ^~~ + 

Imaginons qu'on ait intégré l'équation obtenue en supprimant les termes en 

>. J , -J- ; c'est dire qu'on ait déterminé q fonctions convenables de 

àz i + ! az r 

x, Zi, 2 2 , . . . . , z q , qui soient intégrales de l'équation réduite. En prenant ces fonc- 
tions pour nouvelles variables z lt z % ,....,z q l'équation primitive se réduit 
alors à 

x/=z ^ + ^ +1 dz~^l + * * * * + ^ dz~ r ' 

les transformations infinitésimales A t f conservant la même forme. Je dis que 
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la connaissance des q intégrales z x , z% ,...., z q intégre complètement l'équation. En 
effet les expressions A i (z 1 ), . . . . , Ai(z q ) sont d'après l'hypothèse même des inté- 
grales. Si ces quantités ne dépendaient que de %, %, . . . . , z q , les crochets 
(A i A q+1 ), . . . . , {A t A r ) ne dépendraient que de A i+1 f, . . . . , A r f et le sous- 
groupe g serait invariant, ce qui n'est pas. Supposons donc que les fonctions 
%, z 2 , . . . . , Zj, Ai(z^), ....,' -4i(s g ) s'expriment en fonction de z 1 , z z , . . . . , a g + a 
et ne puissent pas s'exprimer en fonction d'un moindre nombre de variables. 
Alors il existe r — (q + a) combinaisons linéairement indépendantes de la forme 

"î + 1 -^î + 1/ "r • • • • T «r A r J , 

où les 3, sont des fonctions de x, z l , z r , et ne contenant pas de termes en 

~ J ,...., ~ - . On trouvera toutes ces combinaisons en écrivant que les 
dz q+1 9z î+a 

crochets (\ +1 J. î+1 +....+ \A T , A t ) ne dépendent que de A q+1 f, . . . . , J.,./. 
On obtient ainsi un certain nombre d'équations linéaires et homogènes à coeffi- 
cients constants en \ + \ , K) on peut toujours supposer que ces équations 

se réduisent à 

% q+l z=. 0, .... , >l 2 + a = 0. 

On arrive ainsi à un sous-groupe (A q + a+ï f, A r f) admettant les invariants 

z x , z % , . . . . , z q , z g+1 , . . . . , z g+a . En formant les expressions A t (%) , Ai (z q+a ), 

on voit comme tout à l'heure qu'on doit trouver au moins une intégrale nouvelle, 
sans quoi le sous-groupe (A q + CL+Ï f, . . . . , A r f) serait invariant, et ainsi de suite. 
On trouve donc, en répétant l'opération un nombre suffisant de fois, toutes les 
intégrales de l'équation primitive. 

Tout revient donc à intégrer l'équation 

f +?,f + ....+*,«£=<>. ai) 

à q + 1 variables x, z lt . . . . , z q . On voit que le nombre des variables dépend 
de l'ordre du sous-groupe g et sera d'autant plus petit que le sous-groupe g aura 
plus de paramètres. 

Il est bien remarquable que la connaissance du groupe G permet de ramener 
l'équation (11), suivant les cas, à un certain nombre de formes canoniques connues 
à l'avance, ces formes canoniques dépendant uniquement de la structure du 
groupe Gr. On peut arriver à ce résultat en considérant, avec M. Lie, le groupe 
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simplement transitif réciproque du groupe G* Si on prend pour paramètres 
d'une transformation du groupe G le point (a x , a 2 , . . . . , a r ) que cette transforma- 
tion fait succéder à un point fixe (zl, z%, ..... g®), et si les équations du groupe 
G sont 

z i — z ji (% ) z 2 > • • • • ) 2 r ; % , a 2 , . . . . , a r ) , (1 2) 

celles du groupe réciproque (?' sont 

2*'=/«(&l, &2 Ôrî «1, «a. , «r)i (13) 

où les o sont les paramètres arbitraires. Le. groupe G' est formé des transforma- 
tions qui laissent invariant le groupe G ; ces deux groupes sont isomorphes, c'est- 
à-dire qu'on peut établir une correspondance entre les transformations de ces 
deux groupes de telle sorte qu'au produit de deux transformations du premier 
groupe corresponde le produit des deux transformations correspondantes du 
second groupe ; on peut obtenir une correspondance de cette nature en donnant 

à bx, è 2 , . . . . , b r les valeurs qui, mises dans (12) à la place de a lf a s , a r , 

donnent la transformation inverse de la transformation (12), c'est-à dire en élim- 
inant les z et les z 1 entre 

( z i =/i \Zi, Zcj, . . . . , z n ; ai, a 2 , a r ), 

(%=/i (%{> 4, » 4; h, &a> > &r)« 

Il résulte de là qu'à toute transformation infinitésimale A t f de G on peut faire 
correspondre une transformation infinitésimale B t f de G' de telle fapon qu'on ait 
en même temps 

{A t Ajc) — Jtj C as A s / , 



= 1 

s=r 



(B t B k ) = ^ c*s-# s /) 

s = l 

et de plus on a 

(4-B t ) = 0. (14) 

Enfin toute transformation infinitésimale 5/ satisfaisant aux équations (-4*5) = 

est une combinaison linéaire àcoefficients constants (fonctions de x) de Bif, . . . , B r f. 

Cela étant, si %, z 3 , z q sont les invariants déjà déterminés du sous- 

*V. Lie, Transformationsgruppen, I, p. 378, 380, 394. 
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groupe g(A q+1 f, . . . . , A r f), les relations (14) montrent que dans les BJ , les 
coefficients de -4~, . . . . , -%— ne dépendent que de x, z x , %,.... , z q . Les iden- 
tités de Jacobi 

(A { (XBJ) = {{A t X) B k ) - (X (AB,)) 

montrent de plus que les crochets (B k X) sont des combinaisons linéaires à coef- 
ficients constants (ou fonctions de x) de B t f , B r f. Il en est de même si 

dans Xf et B { f on supprime les termes en ~ , -3— . Alors l'équation 

OZ 4 .j. j CZ r 

J7= devient l'équation réduite (11) et le groupe G' devient un groupe GF en 

%, % z g . En regardant x comme un paramètre, les crochets (XB t ) 

deviennent des transformations infinitésimales en z lf z a , . . . . , z q , combinaisons 

linéaires à coefficients constants des transformations réduites B x f, B r f. 

Or il résulte d'un théorème de la théorie des groupes* que, si le sous-groupe g n'est 
contenu dans aucun sous-groupe plus grand de G, toute transformation infin- 
itésimale 

çr=*§£ + .... + *J£ 

qui laisse invariant le groupe simple (B^f, . . . . , "B r f) , c'est-à-dire telle que les 
(YB~) s'expriment linéairement au moyen des Bif, est elle-même une combi- 
naison linéaire à coefficients constants de B x f, . . . . , B r f. Comme ici x est 
regardé provisoirement comme un paramètre, nous aurons 

^- 1£ + ^ lf+ ^ Fj+ ' ' • • + Z'* r/ ' (15) 

les £ étant des fonctions de x seulement. 

Le considérations précédentes pourront s'appliquer si nous connaissons pour 
chaque groupe simple un sous-groupe maximum. Il y a plus. Eemarquons que 

le sous-groupe g de G est caractérisé par les valeurs z\, z\, z° q données aux 

paramètres a lt a 2 , . . . . , a q dans les équations (12), que les transformations 
correspondantes de G' s'obtiennent également en donnant aux paramètres 
b lt b % , . . . . , b g les valeurs zj, z\, . . . . , z\ et que ces valeurs font succéder dans 
le groupe réduit C?' au point (zj, z\, z°) le même point. Le sous-groupe de 

* V. Oartan, Sur la structure des groupes de transformations, p. 118. 
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G' qui laisse invariant un point déterminé correspond donc au sous-groupe de G 
d'où nous sommes partis pour arriver à la forme (15) de l'équation proposée. Or 
M. Lie a démontré que si deux groupes isomorphes transitifs, dans le même 
nombre de variables, sont tels que les sous-groupes qui laissent invariant dans 
chacun d'eux un point arbitraire, mais déterminé, sont correspondants, ces deux 
groupes sont semblables, c'est-a-dire qu'on peut passer de l'un à l'autre par un 
changement de variables. Si ces groupes sont d'ordre r et à q variables, les 
transformations infinitésimales Gif, G % f, . . . . , G r f du premier groupe sont liées 
par r — q relations linéaires à coefficients variables 

Cq + lf= 4>1, l^l/ + + #1, q&qf . 



G r f — fyr-q, lCl/+ • • • • + tyr- q, qCqf> 

où les $ sont des fonctions des variables \, yl 2 , \; si alors on est parvenu 

à déterminer dans le 2 e groupe r transformations infinitésimales D x f , D r f 

telles que les (D t D k ) s'expriment au moyen des Df de la même façon que les 
crochets correspondants (GiG k ) au moyen des Of, il existe également r — q rela- 
tions linéaires 

■»«+*/= "k 1A/+ • • • • + ^ q D q f, (i = 1 , 2 ,r — q) 

où les 4* sont des fonctions des variables (i lt (i % , (i q du second groupe. Le 

changement de variables qui permet de passer de l'un des groupes à l'autre est 
alors complètement défini par les équations 

$ik(%n \ \) = i'ik (^i> ^2 /K ff )- 

Si donc, dans le cas particulier qui nous occupe, nous connaissons un groupe 
particulier à q variables, isomorphe au groupe G et tel que le sous-groupe qui 
laisse invariant un point arbitraire soit isomorphe au sous-groupe g , nous pour- 
rons, à condition de savoir établir une correspondance isomorphique entre les 
transformations infinitésimales de G' et celles du nouveau groupe, ramener, par 
un changement de variables l'équation (15) à une forme que nous pourrons 
appeler canonique. C'est ainsi par exemple que si le groupe simple G' est à 
trois paramètres et une variable, on pourra utiliser le groupe particulier 

az + b 
cz + a 
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également à trois paramètres et une variable, dont les transformations infini- 
tésimales sont 

dz' dz ' z dz 
et ramener l'équation (15) à la forme 

ou à l'équation de Eiccatti 

~ = & (as) + £ 2 (») z + £ 3 (as) z 2 . 

Il résulte de tout cela que si on peut faire pour tous les groupes simples 
possibles la suite d'opérations qui vient d'être indiquée, on sera toujours ramené à 
des équations de formes connues à l'avance, équivalentes d'ailleurs à des systèmes 
d'équations différentielles ordinaires dont le type le plus simple est l'équation de 
Riccatti. Tout se ramènera en fin de compte à l'étude de ces systèmes canoniques 
d'équations différentielles. 

§2. 
Nature des opérations nécessaires powr appliquer la méthode de M. Lie. 

En résumé la méthode d'intégration qui vient d'être exposée exige qu'on 
sache effectuer les opérations suivantes. 

1° Etant données les équations finies d'un groupe, trouver les équations 
finies d'un de ses sous-groupes et en déduire les invariants de ce sous-groupe. 

2° Connaissant la structure d'un groupe, décomposer ce groupe en une série 
normale de sous-groupes. 

3° Ramener chaque structure de groupe simple à une forme canonique pour 
laquelle on connaisse un sous-groupe maximum et déterminer par ses équations 
finies et ses transformations infinitésimales un groupe transitif dont la structure 
se présente immédiatement sous la forme canonique considérée et tel que le sous- 
groupe qui laisse invariant un point déterminé soit le sous-groupe maximum 
considéré. 

Le premier problème a été traité par M. Lie. Il n'exige aucune intégration 
si le sous-groupe dont on cherche les équations finies contient toutes les trans- 
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formations infinitésimales distinguées du groupe total, dans le cas où ce dernier 
en contient. Si parmi les transformations distinguées du groupe total, il s'en 
trouve h indépendantes et h seulement qui ne fassent pas partie du sous-groupe 
considéré, la recherche des invariants de ce sous-groupe exige tout au plus h 
quadratures indépendantes. Il peut être nécessaire en outre de résoudre certaines 
équations algébriques, mais ces équations peuvent être évitées si l'on a résolu les 
deux derniers problèmes énoncés. 

Ces deux problèmes sont de nature purement algébrique. C'est leur résolu- 
tion qui fait principalement l'objet de ce travail. Elle se ramène, comme on 
le verra, à la résolution d'un certain nombre d'équations algébriques à groupes 
connus et ces équations rentrent toutes dans un certain nombre de types connus 
à l'avance. Mais avant d'exposer cette théorie, il est nécessaire de rappeler quel- 
ques résultats fondamentaux de la théorie de la structure des groupes. 

On sait qu'on appelle groupe dérivé d'un groupe défini par r transformations 
infinitésimales indépendantes X x f, X 2 f, . . . . , X r f le groupe engendré parles 
crochets (XiX k ); c'est un sous-groupe invariant du groupe total. 

Si on désigne par e x X x f-\- e 2 X 2 f +....+ e r X r f la transformation infinitési- 
male la plus générale du groupe, et si on effectue un changement de variables 
appartenant au groupe, cette transformation infinitésimale conserve la même 
forme, mais les coefficients e lt e 2 , . . . . , e r sont changés ; les transformations que 
subissent ces coefficients, regardés comme des variables, définissent un groupe qui 
est dit le groupe adjoint du groupe primitif ; ce groupe est d'ordre r — p si le 
groupe primitif contient o transformations infinitésimales distinguées indépen- 
dantes. On en a immédiatement les équations finies si on connaît les équations 
finies du groupe primitif; quant à ses transformations infinitésimales, elles ne 
dépendent que de la structure du groupe, c'est-à-dire des constantes c iks qui 
entrent dans les relations 

8 = r 

\X t X h ) = 2^ Cas X s f. 

s = l 

On a en effet les r transformations infinitésimales suivantes du groupe adjoint : 

M 

de. 



1. 2, r g/. 

S, i 



correspondant aux transformations infinitésimales de même indice du groupe 
primitif. 
3 
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A chaque groupe, ou plutôt à chaque structure de groupe, correspond une 
équation caractéristique ; on l'obtient en cherchant les transformations infinitési- 
males Yf du groupe qui, combinées avec une transformation infinitésimale 
donnée e x ^ a /+ . . . . + e r X r f du groupe se reproduisent à un facteur constant 
près, c'est-à-dire telles que 

(e 1 X 1 + e % X % + . . . . + e,.X r , Y) = aYf. 
Cette équation en e 1} e % , e r , a est 



Zefim o 2<sa 21 .... Ztefifri 



(_ l)r [ Q r _ ^ ( e ) r-l + ^ ( g ) ^r-2 

+ ±i// r _ 1 (e)o] = O l 



où ^i{e) désigne un polynôme homogène de degré i en e lt e 2 , e r . Cette 

équation est d'une importance capitale dans la théorie de la structure des 
groupes. 

Tout groupe G contient un plus grand sous-groupe invariant intégrable Y, 
c'est-à-dire un sous-groupe invariant intégrable dont font partie tous les sous- 
groupes invariants intégrables du groupe. La transformation infinitésimale 
la plus générale de ce sous-groupe T s'obtient en liant e lt e % , e T par cer- 
taines relations linéaires qu'on connaît immédiatement dès qu'on connaît les 
constantes c iks et par suite l'équation caractéristique.* Ces équations sont 



p = r 



a*i 



2<W S^ (»,*=!, 2, r), 



p=i 



où 4% désigne le coefficient de g/ -2 dans l'équation caractéristique. 

Si le plus grand sous-groupe invariant intégrable V est d'ordre r — r' et si 
on suppose que X r , +1 f, . . . . , X r f sont r — r 1 transformations infinitésimales 
indépendantes de ce sous-groupe, les constantes c iks , où i, Je, s varient de 1 à r 1 , 
définissent une structure de groupe, c'est-à-dire qu'il existe un groupe à / 
paramètres ( Y x f, Y % f, . . . . , Y r ,f) tel que 

(ïîr») = 2o ttl r./; 

8 = 1 

* Cartan, Sur la structure des groupes, p. 109. 
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c'est par exemple le groupe qui indique comment le groupe primitif échange les 
invariants du sous-groupe F. Ce groupe G' est isomorphe au groupe G, mais 
l'isomorphisme est dit ici mêriêdrique, la transformation identique de G' correspon- 
dant au sous-groupe invariant F de G. Ce groupe G' ne contient plus de sous- 
groupe invariant intégrable ; il est dit semi-simple. Tout groupe semi-simple 
peut être engendré au moyen d'un certain nombre de groupes simples 
<7i> <7a> • • • •> 9h > ces groupes simples soit échangeables entre eux, c'est-à-dire que le 
crochet de deux transformations infinitésimales quelconques appartenant à deux 
distincts de ces groupes est toujours nul.* 

Chaque groupe simple, ou plutôt chaque structure de groupe simple, est 
complètement définie par son équation caractéristique. Si parmi les coefficients 
de l'équation caractéristique d'un groupe d'ordre r , il y en a l indépendants, on 
dit que le groupe est de rang 7 ; les racines de l'équation caractéristique peuvent 
alors s'exprimer en fonctions linéaires de l d'entre elles. . 

Il n'y a qu'un nombre fini de structures de groupes simples de rang l; 
chacune d'elles est caractérisée par la nature des relations linéaires qui existent 
entre les racines de l'équation caractéristique. Elles rentrent dans les types 
suivants, dont quatre sont généraux et trois particuliers à certaines valeurs de l : 

A) (7>1) Racines: ± m it Wi — wf, (i d^j; i,j = 1, 2, . . . . , l) 

B) (7^ 3) Racines : ± œ t , = w ( ± vt â ; (i ^.j; i,j=l,2,....,l) 

C) (7>2) Racines: ± m u * "<* " ; (i$j;i,j=l, 2, ...... 2) 

D) (7> 4) Racines : ±.m t ûz œ â ; (i dpj ; i, j = 1 , 2, . . . . , l) 

E) (1=6) Racines : w t — zoj, ± (wi + ®j + m k ), ± 3t» , 

(i^jdpk; i,j,k=l, 2, 6) 

avec vs 1 + ar a -f . . . . + zo 6 + 3nr = ; 

— (1=7) Racines : w { — w } , =b (m t + 2za ) , zb (us t + m 5 + «*) , 

(i^zj^k; i,j, h= 1, 2, 7) 

avec ar x + nr a -f- . . . . + «fy + 2tzr = ; 

— (7=8) Racines : Wi — a/j, ± (»< ± vs } + ® fc ) , 

(irt/É*; i,j, ft=l, 2 ,9) 

avec w x + w % + . . . . + ar 9 = ; 

F) (7=4) Racines: ± *«, ± ^i^, ±"i± ■»=*=««*«* . (^y. ^y =1| 2> 3> 4) 

G) (7=2) Racines: ± m u ^ — «_,-,. (*:£/; *»/ =1 . 2 > 3 ) 

avec otj + # 2 -+- ny 3 = . 



*Oartan, loc. cit., p. 53. 
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Les racines sont toutes simples et, comme on le voit, deux à deux égales et 
de signes contraires. 

On obtiendra toutes les structures de groupes semi-simples de rang l en juxta- 
posant de toutes les façons possibles des structures de groupes simples de rang 
inférieur ou égal à l de façon que la somme de leurs rangs soit précisément 
égale à l. 

Etant donné un groupe simple ou semi-simple de rang l, l'équation carac- 
téristique de ce groupe admet l racines identiquement nulles et l seulement; 
une transformation infinitésimale arbitraire est alors échangeable avec l — 1 
autres transformations infinitésimales indépendantes, et ces l transformations 
infinitésimales sont toutes échangeables entre elles. Elles forment par suite 
un sous-groupe y d'ordre l. Si on suppose que X x f, X s f, . . . * , X,f sont ces 
transformations, l'équation caractéristique relative à ce sous-groupe, c'est-à-dire 
obtenue en faisant dans l'équation caractéristique du groupe 

e l+1 = e z+2 =....= e r = 0, 

se décompose en un produit de facteurs linéaires, de sorte que les racines devi- 
ennent des formes linéaires en e lt e 2 , . . . . , e h et parmi ces formes il y en a encore 
l indépendantes. Si donc a a est une racine quelconque de l'équation caractér- 
istique réduite, il existe une transformation infinitésimale Xf et une seule 

telle que 

{e 1 X l + e 2 X 2 +....+ eiX u X) = a a Xf. 

A chaque racine appartient ainsi une transformation infinitésimale ; l'ordre du 
groupe est par suite égal au nombre des racines augmenté de l. 
C'est ainsi qu'un groupe simple de rang l est d'ordre 

r = l(l+2) (type^)), r= 78 (type E), l=Q), 

r = 1(21+1) (type B) ou G)), r—133 (type E), 1=7), 

r=l(2l—l) (typeD)), r=248 (type E), 1 = 8), 

r = 52 (type F), 1=4), r= 14 (type G), 1=2). 

Enfin on peut encore associer à chaque racine de l'équation caractéristique 
une transformation infinitésimale du sous-groupe y. On a ainsi r — l trans- 
formations parmi lesquelles l et l seulement sont indépendantes. Si Y a f est la 
transformation du sous-groupe y associée à la racine a a et si J!^/est la transforma- 
tion du groupe total qui appartient à la racine ^,ona 

{Ya,X fi ) = af ia .X fi f, 
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où les a ?a sont des entiers; en particulier a aa = — 2. Les transformations 
infinitésimales associés aux différentes racines peuvent s'exprimer en fonctions 
linéaires de l transformations indépendantes d'un fapon tout à fait analogue à celle 
dont les racines correspondantes s'expriment en fonction de l quantités indépen- 
dantes. Il n'y a dans les expressions précédemment écrites qu'à changer partout 

± * 4 ± *j en - Yi/ ^ S/ , (types B) , F)) 

± ^ S en ± r f /=fc F,/, (type (7)) 

*<-*, en YJ ~ Tjf , (type 6?)) 

et dans toutes les autres expressions à remplacer m par Yf. 

On conçoit maintenant qu'en multipliant au besoin les transformations 
infinitésimales qui appartiennent aux différentes racines par des coefficients 
constants convenables, on ait ce qu'on peut appeler une forme canonique de la 
structure du groupe. En effet on peut arriver ainsi à faire que tous les 
coefficients c iks soient nuls ou entiers ou tout au moins égaux à des fractions 
simples. 

Nous sommes maintenant en état de traiter les deux problèmes énoncés au 
début de ce paragraphe. 

§3- 

Décomposition d'un groupe en une série normale de sous-groupes. 

Le problème est le suivant : 

Etant donné un groupe G, trouver une série de sous-groupes de G 

telle que chaque groupe Q i de cette série soit un sous-groupe invariant du groupe 
GS-i qui le précède immédiatement et ne soit contenu dans aucun sous-groupe 
invariant plus grand de ce groupe Cr i _ 1 . 

Si G est intégrable, il suffit, pour obtenir la solution du problème, de 
remarquer que le groupe dérivé de G a nécessairement moins de paramètres que 
G ; car le groupe G d'ordre r admettant par hypothèse un sous-groupe inva- 
riant Gx d'ordre r — 1 , les différents crochets (X { X k ) font nécessairement partie 
de G x . Il suffira alors de chercher le groupe dérivé, ce qui se fait immédiate- 
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ment si on connaît les constantes c iks , et d'ajouter aux r x transformations 
infinitésimales qui définissent ce groupe dérivé r — r x — 1 autres transforma- 
tions infinitésimales indépendantes ; on obtiendra ainsi un sous-groupe invariant 
qu'on pourra prendre pour le premier terme de la série cherchée. On procédera 
pour ce groupe comme pour le précédent et ainsi de suite. Par exemple le 
groupe dont les transformations infinitésimales sont 

a son groupe dérivé défini par les transformations 

(X 1 X z ) = (X l X i )=(X z X i ) = 0, (X 1 X 3 ) = XJ, (X 2 X 3 ) = -XJ. 

On peut donc prendre la série suivante 

G : (X,/, XJ, X 3 f, XJ), 
{XJ, XJ, X 3 f), 
(XJ, XJ), 

1. 



01 

0, 

0, 



Si le groupe G n'est pas intégrable, on peut toujours, comme il est dit au 
paragraphe précédent, trouver son plus grand sous-groupe invariant intégrable Y 
en résolvant les équations linéaires 



|^ = 0. (i,h= 1,2, ,r). 



2^ Ctk " de a 

On peut toujours, d'après ce qui précède, décomposer ce groupe Y en une série 
normale de sous-groupes, soit 

i) m, r 8 , .... 

Il existe, comme on l'a vu, un groupe g semi-simple, isomorphe à G* et à la 
transformation identique duquel correspond dans G le sous-groupe invariant Y ■ 
Imaginons qu'on ait décomposé ce groupe g en une série normale de sous-groupes 

9, 9u 9z, 1- 

Si G x , G % , ... . , r sont les sous-groupes de G qui correspondent aux sous- 
groupes g u g % , 1 de g, il est clair que la série 

résout le problème. 
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On peut donc toujours se ramener au cas où le groupe proposé est semi- 
simple. Or pour un groupe semi-simple la question se réduit immédiatement à 
trouver tous les sous-groupes invariants simples qui composent le groupe 
donné, sous-groupes invariants qui sont parfaitement déterminés. Si en effet 
le sous-groupe semi-simple G est composé des sous-groupes invariants simples 

g lt g % , g h , il suffit de prendre par exemple pour Q 1 le groupe semi-simple 

composé de g % , g h ; pour G % le groupe semi-simple composé de g 3 , g h , 

et ainsi de suite. 

Or l'équation caractéristique du groupe G nous donne immédiatement le 
rang l de ce groupe (par le nombre des racines nulles). Mais il n'existe qu'un 
nombre 6ni de structures de groupes semi-simples de rang Z, et à plus forte 
raison à la fois de rang l et d'ordre r. C'est ainsi qu'un groupe semi-simple de 
rang 4 et d'ordre 24 peut être donné : 

ou bien par un groupe simple de rang 4 et du type A) ; 

ou bien par un groupe simple de rang 3 du type B) ou G), et un groupe 
simple de rang 1 ; 

ou bien par un groupe simple de rang 2 du type B) ou G) et un groupe 
simple de rang 2 du type G). 

On a donc dans chaque cas à hésiter entre un nombre fini, et en général 
restreint, d'hypothèses possibles. Voici comment on pourra décider quelle est 
l'hypothèse exacte, 

Soient a x , o 2 , ... . , a r _ t les racines de l'équation caractéristique d'un groupe 

semi-simple quelconque. Ces racines sont liées par certaines relations linéaires 

dont les unes sont de la forme 

Oi + (ùj = 

et d'autres de la forme 

«i + % + a fc =: 0. 

L'ensemble des relations de ces deux formes qui existent entreles racines o x , a z , . . . . , o r _ { 
caractérise complètement, l étant donné, la structure du groupe semi-simple considéré. 
Autrement dit toutes les relations entre les racines sont des conséquences de 
celles-là. Il suffit évidemment de vérifier que pour chaque groupe simple on 
peut trouver 21 racines deux à deux égales et de signes contraires qui, ajoutées 
deux à deux, permettent d'obtenir successivement, en répétant au besoin l'opéra- 
tion pour les nouvelles racines obtenues, toutes les racines de l'équation carac- 
téristique. Or on y arrive facilement en prenant dans chacun des cas qui peuvent 
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se présenter les racines suivantes, où les notations sont les mêmes que dans le 
paragraphe précédent, 

A) : ± Mi ; 
B): ±w { ; 

W • =*= *i » *— g ? 

D) : ± (« 2 + »g) , ± («i + «<) ! 

B) : ± (axj — &i) , ± («! + ar 3 + n* 3 ) ; 

T?\ . _i_ _ _j_ ro l ro 2 ~r ^S H" *4 _i_ *1 "r Wg — ro 3 "4" ^4 _i_ w l "T w 2 "T W 3 «4 

*)-±*i, ± % J± 2 ' ± 2 ' 

Gr) : ± vs x , ± ®2 . 

Cela étant considérons une structure de groupe semi-simple de rang l et 
d'ordre r. Désignons par P lt P 2 , . . . . , P p toutes les expressions de la forme 
Oj -f- (ùj qui s'annulent lorsque o lt o it . . . . , © r _j sont les racines de l'équation 
caractéristique du groupe considéré, et de même par Q lt Q 2 , . . . . , Q q toutes les 
expressions de la forme a t + ctj + a k qui jouissent de le même propriété. For- 
mons la transformée suivante de l'équation caractéristique ; posons 

u = (a + Pi)(« + P,) . . . . (a + P,)(a + &)(« + Q 2 ) . . . . (a + Q q ) , 

a désignant une indéterminée. La fonction u de a lt o 3 , a r _ l est donnée par une 
certaine équation algébrique, par un procédé bien connu. Cette équation algé- 
brique admettra, quels que soient e lt e a , . . . ., e r , la racine a p + i . 

Réciproquement si on fait la même transformée pour un autre groupe semi- 
simple, également de rang l et d'ordre r, et si cette transformée admet la racine 
a * + ï où a est laissé indéterminé, ce second groupe sera isomorphe au premier, 
car il sera possible de donner aux racines de son équation caractéristique des 
indices tels que 

Pi = P2 = • i . . = Pp = Qi = % = .... Qq — 1 

et on a vu qu'une structure de groupe semi-simple était complètement caractérisée 
par les relations linéaires de cette forme entre les racines de l'équation carac- 
téristique. Il est d'ailleurs bien évident qu'il n'est pas nécessaire de faire la 
transformée de l'équation caractéristique elle-même, mais seulement de l'équa- 
tion caractéristique relative au sous-groupe y dont il a déjà été parlé, et qu'on 
obtient en partant d'une transformation infinitésimale arbitraire du groupe 
proposé. 
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On a donc ainsi un moyen de reconnaître par de simples éliminations la 
nature des sous-groupes invariants simples qui composent un groupe semi-simple 
donné. C'est ainsi par exemple qu'un groupe semi-simple de rang 3 et d'ordre 
11 sera formé d'un sous-groupe simple de rang 2 et du type A) et d'un sous- 
groupe simple de rang 1 , si la transformée en 

u = (a+ 6) 1 -fa) 2 )(a+û) 3 -|-û)4)(a+6) 5 +6) 6 )(a+6) 7 H- ^(a+Wj-f a) 4 -|-6) 6 )(a+o)2+û) 3 + 6)B) 

admet la racine a 6 . 

On peut aller plus loin. La fonction » de %, o 2 u r _i admet un cer- 
tain groupe de substitutions G- des r — l lettres o lt a 2 , . • . • , (* r -i- Ce groupe 
de substitutions ne change pas l'ensemble des quantités P lt P 2 , . . . . , P p , non 
plus que l'ensemble des quantités Q lt Q 2 , ...., Q q . Ce groupe de substitu- 
tions peut encore être défini par l'ensemble des substitutions qui conservent 
les relations 

P,= P,= . . . . = P p = &= Q g = . . . . = Q s = 0, 

ou encore qui ne changent par les relations qui existent entre les r — l racines 
de l'équation caractéristique. C'est ce qu'on appelle, d'après Gralois, le groupe 
de substitutions de cette équation. 

Toute fonction rationnelle de u,, o 2 , a r _ l qui admet le groupe G peut, 

d'après un théorème de Lagrange, s'exprimer en fonction rationnelle d'un inva- 
riant c iractêristique du groupe, c'est-à-dire d'une fonction des racines qui admette 
le groupe G et les substitutions seulement de ce groupe. Or ici nous connais- 
sons un invariant caractéristique, c'est évidemment la fonction a dont la valeur 
numérique, lorsqu'on y remplace %, o a , . . . . , a r _ { par les racines de l'équation 
caractéristique est a p+q . Nous connaissons donc finalement la valeur numérique 
de toute fonction rationnelle des racines qui admet le groupe G, et par suite 
nous sommes en mesure d'appliquer la théorie de Galois à la résolution de l'équa- 
tion caractéristique. 

Pour le problème spécial qui nous occupe, à savoir la décomposition du 
groupe semi-simple G en une série normale de sous-groupes, il nous suffit de 
pouvoir séparer les sous-groupes invariants simples qui composent le groupe G . 
Pour cela il suffit de séparer, dans l'équation caractéristique, les facteurs qui 
appartiennent à chacun d'eux. On peut même se borner à considérer l'équation 
caractéristique réduite relative au sous-groupe y d'ordre l du groupe G, dont il 
4 
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a déjà été question. Si X x f, X % f, . . . . , X x f désignent les transformations infini- 
tésimales de ce sous-groupe, ce qu'on peut toujours supposer, les équations 

94' 8 (ei, eg, ..... e r ) _ 34^ _ ^ ^ _ 3^ _ Q 

3e a 3e 2 * de s 

définissent l'ensemble des transformations infinitésimales de G qui appartiennent 
aux différentes racines (autrement dit qui, combinées avec e x X x f '+ • • • • + e t Xif, 
se reproduisent à un facteur constant près) et de celles qui s'en déduisent 
linéairement. On peut donc toujours supposer que ces transformations sont 

X t+1 f, X r f. Cela étant, si on a trouvé dans l'équation caractéristique 

réduite en a, e x , e % , . . . . , e lt les facteurs relatifs au sous-groupe invariant simple 
g x , soit 

«f 1 + 4>a ( e D e » > e i) « n 2 + • • • • i 

les équations 

3<?>2 _ âfo _ o 

définiront l'ensemble des transformations de y qui ne font pas partie de g x . 
Alors le groupe g x est défini par celles des transformations e l+x X l+i /-\-. . . ,+e r X r f 
qui sont échangeable avec les précédentes, et par les crochets de ces nouvelles 
transformations deux à deux. 

Tout revient donc à calculer l'équation caractéristique de g x . Pour cela, si 
les racines (inconnues) de cette équation sont par exemple o 1( o 2 , . . . . , o À , il 
suffit de calculer la fonction rationnelle des racines 

U x = (a — chXo — 6) 2 ) . . . . (o> — û) à ) ; 

si le groupe g x est seul de sa structure dans G, cette fonction rationnelle des r — l 

racines G) 1( g> 2 , o r _j admettra nécessairement le groupe de substitutions G 

qui ne peut que conserver l'ensemble des racines a x , a z , o A , et par suite cette 

fonction rationnelle sera connue. Si au contraire il y a a — 1 autres sous-groupes 
invariants simples isomorphes à g lt toute fonction symétrique des a quantités U 
correspondantes sera également connue et par suite Ui sera donnée par une 
équation de degré a, pouvant d'ailleurs être quelconque. 

En résumé si parmi les structures des sous-groupes invariants simples qui com- 
posent le groupe semi-simple donné G, il y en a h distinctes, a x de ces sous-groupes 
simples ayant la première structure, a 2 la deuxième, etc., la décomposition du groupe 
en une série normale de sous-groupes exige la résolution de h équations algébriques 
de degrés respectivement égaux h a x , a % , . . . . , a h . 
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Appliquons cette théorie au groupe défini par les 6 transformations infini- 
tésimales 

et qui est le groupe des mouvements de l'espace non euclidien. On forme facile- 
ment les crochets (X t X k ) et l'équation caractéristique est 
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e 5 
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o 6 + 2 (ef+ e §H- 4 + ei + el + él) co 4 + . . . = . 



Le groupe est son propre groupe dérivé et les équations qui définissent le 
plus grand sous-groupe invariant intégrable sont 

.^p = 4e 1 =0, e 2 =0, e 3 =0, e 4 = 0, e 5 =0, e 6 =0. 

Le groupe n'admet pas de sous-groupe invariant intégrable : il est semi-simple. 

Etant d'ordre 6, il est facile de voir a priori, d'après ce qui a été dit dans le 

paragraphe précédent que son rang ne peut être que 2, et en effet le dernier 

coefficient différent de zéro dans l'équation caractéristique est celui de w 2 . 

Déterminons un sous-groupe y en partant par exemple de X x f et cherchant 

les transformations infinitésimales échangeables avec X x f\ on trouve X 4 f. Les 

équations 

&k — <th = o 
3e x de é 



montrent que les transformations infinitésimales qui appartiennent aux différentes 
racines de l'équation caractéristique relative à y se déduisent de X % f, X s f, 
X$f, X e f. 

L'équation caractéristique réduite est 

a 6 + 2(e\ + el)û> 4 + (ef — 2^e| + el)a) 2 = 0. 
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Ici il n'y a qu'une hypothèse à faire sur les structures des différents sous-groupes 
invariants simples : il y en a nécessairement deux de rang 1. Pour chacun 
d'eux l'équation caractéristique admet deux racines égales et de signes contraires, 
par suite il suffit de résoudre l'équation du second degré en g? 

û) 4 + 2 (ef + e\) o 2 -f- e\ — 2e\e% + e\ — 

ce qui donne 

a i + (e 1 + e i f=0 pour g u 

<a a + (% — e 4 ) 2 = pour 3 . 

La transformation infinitésimale de y qui ne fait pas partie de g 1 est alors 
X x f — X t f (e 1 + e 4 = 0) ; les transformations infinitésimales e % X$f -\- e s X s f 
+ e 5 X 5 f-\-e e X s f échangeables avec X x f — X é f se déduisent de X z f+X 5 f, 
X 3 f+X e f, qui, combinées, donnent Xi/+X 4 /. Donc g 1 est déterminé par 
X 1 /-\-X i f, X%f + X 5 f, X 3 f + X s f. De même g % est déterminé par 
XJ-XJ, XJ-XJ, X.J-XJ. 



§4- 

Réduction de la structure d'un groupe simple h sa forme canonique. 

Au point où nous en sommes, le problème se réduit au suivant : 

Etant donnée Véquation caractéristique relative h un sous-groupe y d'un groupe 
simple donné G de rang l et d'ordre r, résoudre cette équation caractéristique, con- 
naissant son groupe de substitutions G. 

Si en effet on connaît une forme canonique de la structure du groupe, cette 
forme canonique correspond à une équation caractéristique dont on connaît 
d'avance les racines ; l'identification des racines des deux équations donne alors 
la correspondance entre les transformations infinitésimales des deux sous-groupes 
y, et on en déduit immédiatement dans le groupe donné, les transformations 
infinitésimales qui appartiennent aux différentes racines. 

Par exemple, dans le cas particulier traité à la fin du paragraphe précédent, 
on arrive à deux groupes simples de rang 1. La forme canonique de la struc- 
ture d'un groupe simple de rang 1 est par exemple la suivante 

{Y 1 Y,)=-2YJ, {Y 1 Y 3 )=2Y 3 f, (Y 2 Y 3 ) = Y 1 f, 
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où le sous-groupe y formé de Y x f est mis en évidence. L'équation caractér- 
istique relative à ce sous-groupe est ici 

— 6)(û) 2 — 4/! 2 ) = 0. 

En posant dans le premier des groupes simples trouvés à la fin du paragraphe 

précédent 

X 1 f+X i f=Z 1 f, X i f+X 5 f=Z i f, X 3 f+X 6 f=Z 3 f 

l'équations caractéristique relative au sous-groupe y formé de Z^f est 

-o(o) a + 4^) = 0. 

Il suffira donc de poser g 1 = if 1 , c'est-à-dire de prendre pour transformation F a / 
la transformation iZ x f. Alors Y z f sera la transformation qui appartient à la 
racine — 2, à savoir Z % f — iZ 3 f (à un facteur constant près) et Y 3 f celle qui 
appartient à la racine + 2, à savoir Z 2 f + iZ s f (à un facteur constant près). En 
prenant 

Yj=\(z % f-iz 3 f), r 3 f=ï(z,/ + iz s f), 

on aura bien 

(Y 2 Y 3 )=Y 1 f=iZ 1 f. 

Dans le cas général les transformations qui appartiennent aux différentes 
racines ne seront également définies, du moins directement, qu'à des facteurs 
constants près. Mais on se rappelle que dans tous les cas il existe 21 racines, 
deux à deux égales et de signes contraires, qui par additions et soustractions, 
donnent toutes les autres. On donnera aux facteurs constants qui interviennent 
dans les transformations infinitésimales qui appartiennent à ces 21 racines des 
valeurs quelconques, les facteurs relatifs à deux racines égales et de signes con- 
traires étant néanmoins tels que le crochet des deux transformations s'exprime 
au moyen des transformations canoniques du sous-groupe y comme dans la forme 
canonique de la structure ; les transformations infinitésimales appartenant aux 
autres racines se déduiront des 2% premières par des combinaisons mutuelles et 
sans ambiguité, si l'on se donne naturellement la forme canonique de la structure. 

Revenons donc au problème définitif, à savoir la résolution de l'équation 

caractéristique relative à un sous-groupe y donné. Une petite remarque permet 

de simplifier formellement cette équation ; il suffit d'observer que les racines étant 

nécessairement des formes linéaires en e 1} e 2 , e t , si l'équation obtenu en y 

faisant, par exemple, 

e\ — 1 , 6 2 = ej= • . . . — 6j = , 
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n'admet pas de racine multiple, il suffira de résoudre cette équation pour en 
déduire immédiatement (par des équations linéaires) les racines de l'équation 
primitive. 

La nature des équations auxiliaires nécessaires pour résoudre l'équation 
donnée, dépend alors essentiellement, d'après la théorie de Galois, à laquelle est 
tout à fait analogue la théorie d'intégration de M. Lie exposée au paragraphe 
premier, de la structure du groupe de substitutions G. La première chose à 
faire est donc d'étudier les différents groupes de substitutions relatifs aux différ- 
ents types de groupes de transformations simples. 

1°. Type A). En remplaçant, dans les racines relatives à ce type données 
au paragraphe 2, les quantités n* lf nr s , . . . . , w t par va x — «î+i, m % — va [+1 , .... , 
zbi — *!+!, avec la condition 

«i + «g + • • • • + vii+x = 0, 
les racines se mettent sous la forme 

toi,j~*ti — m i (*' +/; »'».? = li 2 , ? + l). 

L'équation caractéristique peut alors être regardée comme l'équation aux 
différences de deux équations de degré Z + l pour lesquelles la somme des racines 
est nulle, à savoir de l'équation qui a pour racines 

m-L, m z , .... , m t+1 (S) 

et de celle qui a pour racines 

— o*i, — ro 2 , . . . . , — &i+i- (S) 

A toute substitution effectuée sur les racines a itj correspond une substitution 
effectuée sur les quantités ± o^. Il suffit en effet de remarquer qu'il existe des 
systèmes de l racines a t<j telles que les différences de deux quelconques de ces 
racines soient encore des racines a it j. Ces systèmes sont de deux sortes: les 
premiers sont de la forme 

t»! tffg, TBx T0 S , ... . , TBi &1 + 11 

et les seconds de la forme 

et il est clair qu'on peut faire correspondre d'une façon univoque les quantités 
zzrj à ces différents systèmes, m x correspondant par exemple au' premier système 
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écrit, — m x au second. Cela étant toute substitution effectuée sur les a it j 
échangera entre aux ces systèmes et par suite les quantités ± a ( . Mais il est 
bien clair que cette substitution ou bien laissera invariant chacun des ensembles 
(S) et (S'), ou bien échangera entre eux ces deux ensembles. Réciproquement 
toute substitution des Z+ 1 indices 1,2,....,?+1, suivie ou non de la 
substitution 

(*i> — ®i)(*8. — ™i)- • • -(«i + ii — w i+i) 

qui permute (S) et (S') donnera une substitution correspondante des racines a itj . 

Le groupe G de substitutions des racines a itj comprend d'après cela un sous- 
groupe invariant Gi formé des substitutions de G- qui ne changent ni (S) ni (S') 
et qui n'est autre que le groupe symétrique de l + 1 lettres. Le groupe G x 
fournit un groupe isomorphe à G, à savoir G|G X et qui n'est autre que le groupe 
des substitutions de (S) et de (S'). 

Les indices de composition sont donc 2 et ceux de G a . La résolution de 
l'équation caractéristique se ramène à celle d'une équation du 2 e degré et a celle d'une 
équation générale de degré l + 1 .* 

D'ailleurs ce résultat est immédiat. Posons 

Z7= (x — &\)(x — nr 2 ) .... (x — m l+ J . 
L'équation Z7= est une transformée de l'équation primitive, à savoir 

77— (~ "1,2 + "1.3+ • • ■ • + Q1.1 + A 

U ~\ X ï+ï ) "•• 

De même on a l'équation 

■ni — ( „ a i, 1 ~j~ a S, 1 + • • • ; + Vl+l' l \ 

U _^ __ y... 

X r ï+ï )~~ ' 

qui donne — vs Y , — va % , — &i + i- Toute fonction symétrique de U et de U 1 

admet manifestement le groupe G et par suite est connue ; donc U par exemple 



* Toutefois, si 1 = 1, les deux systèmes (S) et (S') ne sont pas distincts et il n'y a qu'à extraire une 
racine carrée. 
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est donnée par une équation du second degré; w lt w % , . . . . , w l sont ensuite 
obtenus en résolvant l'équation de degré l + 1 

17=0, 

et leur connaissance entraîne celle de toutes les racines o it k . 

En somme le problème traité est le suivant : Trouver une équation en x de 
degré l + 1 , manquant de terme en x l , connaissant son équation aux différences. 

2°. Type B). Ici les racines sont 

±w ( , ±w i ±w j ; (i dpj ; i, j — 1 , 2 , I) . 

Les 21 racines ûzw t jouent ici un rôle particulier. En effet il existe 4(1 — 1) 
racines que ajoutées à w x donnent d'autres racines, ce sont 

i Wi , — W\ ZE Wl j (t ^^ 2t , O , • . . • j l J 

au contraire il n'existe que 2(2? — 3) = Al — 6 racines qui ajoutées à w x -\-w % don- 
nent d'autres racines, ce sont 

Wy, OT 2 ) WyÛZ W t , ®j i fflj . (* = 3 , 4 , . . . . , T) . 

Cela étant le groupe G se réduit au groupe de substitutions des 11 racines =b w t . 
Autrement dit on peut former l'équation qui donne =b coj. 

La résolution de l'équation caractéristique se ramené h la résolution d'une équa- 
tion de degré l suivie de l extractions de racines carrées. 

L'expression 

U=(x 2 — w\) (x z — wl) 

admet manifestement le groupe G, puisque ce groupe ne peut qu'échanger entre 
elles les quantités ± w t et par suite est connue. 
3°. Type C). Les racines sont 

± ->, =*= "»*"' . (i */; •,/= 1, 2, . . . , , T). 

Ici aussi les racines ± w { jouent un rôle particulier. On verra, comme pour le 
type B), qu'il y a 2(1 — 1) racines qui, ajoutées à w t , donnent d'autres racines, 

tandis qu'il y en a 4(1— 1) qui, ajoutées à "** ^ , donnent d'autres racines. 

A 

On arrive donc aux mêmes résultats que tout à l'heure. 

La résolution de l'équation caractéristique se ramène h celle d'une équation de 
degré l suivie de l extractions de racines carrées. 
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4°. Type D). Les racines sont 

±.mi±.vs Ê . (i-^-j; i,J=l, 2, , Z). Z>4. 

Ici aussi on est ramené à une résolvante de degré Z. Avant de montrer 
comment on y arrive, je conviendrai de dire, d'une manière générale, que deux 
racines de l'équation caractéristique sont alliées lorsque leur différence est une 
nouvelle racine de l'équation caractéristique. 

Cela étant il existe dans le cas du type D) des systèmes de (Z — 1) racines 
mutuellement alliées. Si l'on part par exemple de ari + w 2 , une racine alliée 
peut toujours être supposée w x ±: w 3 , par exemple vs x + » 3 , et toute racine alliée 
à ces deux premières est, soit » 2 + » 3 , soit m x ± va t (i > 3) . Si Z est supérieur à 
4, la première hypothèse n'est pas possible, parce qu'il n'y a aucune racine 
alliée à la fois à vai-\-w 9 , w % -\- zn 3 , » 3 -j- »j ; on a alors un système qui peut 
toujours se ramener à la forme 

Wj -j- «2 > »1 + »3 > • • • • , »i ■+- W l . 

Si au contraire l est égal à 4, la première hypothèse est possible, et l'on a deux 
types de systèmes, à savoir 

w l + m % ) W X + *3 1 w l + w 4 
et »1 -j- W3 , VS% "T » 3 , Wg -f- »l • 

Etant donné l'un de ces systèmes on peut trouver un second système de 

l — 1 racines mutuellement alliées et tel que chaque racine de l'un des systèmes 

soit alliée à l — 2 racines de l'autre. On obtient ainsi 2? — 2 racines qui sont de 

la forme 

wj ± m it »! d= m 3 , ....,»! ± n^, (Z quelconque) 

»1 + »2, »i + »3, »1 + »4> ro 2 "T" w 3> w a ~H Œr 4J ^3 H~ ^4' (Z == 4) • 

On peut dans les racines qui viennent d'être écrites, échanger les indices d'une 
façon quelconque et aussi changer le signe d'une quelconque des quantités va { . 

Il est bien clair que toute substitution du groupe 6r échangera entre eux ces 
divers systèmes de 21 — 2 racines. Par suite nous pourrons avoir une résolvante 
en faisant correspondre à chaque système la somme des racines qui le composent 
et en prenant les quantités ainsi déterminées pour nouvelles variables. En divi- 
sant par 2 (Z — 1), on obtient ainsi 

dr w\ , i »2 ,...., i Wi , (Z p> 4 J 

±1, ±«», ±f|, ±» 4 , ** + «■» + »* + *"« , (1=4) 

où les e sont arbitrairement égaux à + 1 ou — 1 , 
5 
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On voit donc que, si l est supérieur a 4, la résolution de l'équation caractér- 
istique se ramène h celle d'une équation de degré l suivie de l extractions de racines 
carrées. 

Au contraire si Z=4, on est ramené à une équation du 12 e degré: mais 

cette équation peut se ramener à une équation du 3 e degré et une du 4 e . Si en 

effet nous partons de la racine auxiliaire vs x et que nous cherchions les racines 

auxiliaires qui lui sont alitées (c'est-à-dire, en étendant un peu une convention 

précédente, telles que la différence entre w x et une de ces racines soit une racine 

de l'équation caractéristique primitive), nous trouvons ± z» 3 , ±m 3 , ± nx 4 ; si nous 

faisons la même opération pour ces quantités, nous trouvons en outre — m x . Donc 

les 8 racines auxiliaires ±& lt ±® a , ±ro 3 , ±® 4 jouissent de la propriété que toute 

racine auxiliaire alliée à l'une d'entre elles est encore parmi elles. On trouvera 

de même deux autres systèmes de 8 racines auxiliaires jouissant de la même 

propriété, à savoir 

frafr + e 2 m 2 +-e 3 zo 3 + g 4 ^4 „„„„ .... __ _•_ 1 
, pour e 1 e 2 e 3 e 4 — -f- i , 

et cictti + s i w % + e 3 w 3 -f e 4 ax 4 c — _ i 
— , pour e^ 3 e 4 — — 1 . 

Il est bien clair que le groupe G ou le groupe de la résolvante du 24 e degré 
ne peut qu'échanger entre eux ces trois systèmes. L'équation qui donne les 8 
racines de l'un d'entre eux sera donc connue par la résolution d'une équation du 
3 e degré, et cette équation du 3 e degré étant résolue, on n'aura qu'à résoudre 
l'équation considérée du 8 e degré. 

Donc, dans le cas de l = 4 , la résolution de V équation caractéristique se ramène 
h celles d'une équation du 3 e degré et d'une équation du 4 e degré, suivies de 4 extrac- 
tions de racines carrées. 

5°. Type F). Les racines sont ici 

±«t,±«»±«a, ±, * ±, * a J ='» 3b "' . (*4:y;*J=l,2, 3,4). 

Chacune des racines ± wi, — ^ — ^- — ^ — ^ est alliée à 20 autres racines, 

tandis que chacune des racines ± nr e ± w 3 n'est alliée qu'à 18 autres racines. 
On peut donc se ramener indifféremment à deux résolvantes de degré 24 ; mais on 
voit que chacune d'elles est une de celles rencontrées dans le cas du type D), 
pour Z= 4. Il n'y a rien à ajouter à ce qui a été dit dans ce cas-là. 
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La résolution de l'équation caractéristique se ramène h celles d'une équation du 
3 e degré et d'une équation du 4 e degré, suivies de 4 extractions de racines carrées. 

6°. Type G). Les racines sont 

± Wi, Wi — zoj, {i^j) i,j= 1, 2, 3) 
avec z»! -+- w % + w 3 = . 

Chacune des racines =fc w t est alliée à 8 autres racines, tandis que chaque racine 
w % — Wj n'est alliée qu'à 6 autres racines. Il en résulte qu'on peut prendre pour 
résolvante l'équation qui donne les 6 racines w t — w f : On est alors ramené au 
car du type A). 

La résolution de l'équation caractéristique se ramène h celles d'une équation du 
2 e degré et d'une équation du 3 e degré. 

7°. Type E), 1=6. Les racines sont ici 

Wi — w jt rfc (mi + Wj + w k ), ± Zw , (i dpj jzh; i, j, h = 1 , 2, , 6) 

avec 

tffi + w% + • • • • + w 6 + 3nr = . 

On peut avoir une résolvante du 54 e degré, de la manière suivante. Il est 
possible de déterminer des systèmes de 16 racines tels que si une quelconque de 
ces racines est alliée à une autre racine ne faisant pas partie du système considéré, 
la différence de ces deux racines en fait certainement partie, ou encore tels que 
si une racine d'un de ces systèmes est la somme de deux racines particulières, 
l'une au moins de ces deux racines fait partie du système. Il suffit de prendre 
par exemple les 16 racines 

w x — w t , w t + Wi + wj, — 3w . (i^-j; i,j— 2, 3, 6). 

Cherchons tous ces systèmes. 

D'abord chacun de ces systèmes doit contenir au moins l'une des racines 
± (w t + wj + w k ) , car l'existence dans un système de w x — w % entraîne celle de 
w i + *s + w 4 ou d e — ^2 — 3*3 — ^4> e * l'existence de — 3w entraîne celle de 
Wi -\- w% -\- w 3 OU de w t -f- w 5 -f- w§ . 

Cela étant supposons d'abord qu'il existe une racine w l J rw i -\- w 3 en même 
temps qu'une racine w t — w 5 , où i et j" sont deux des indices 1, 2, 3, par exemple 
wj — w 2 . L'existence de w x — w % entraîne alors celle de 

°?1 -~ % OU 3*3 — *°z> 

W-y Wi OU Wi — w% , 

Wi -|- w 3 -f- Wi ou — w% — w 3 — Wi , 

w x -f-KiT Wj OU — w% — Wi — Wj . 
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De même l'existence de m 1 + nr 2 + m 3 entraîne celle de 

xSi — xDi OU zzr 2 -\- v3 3 -f- Wi, 

OTg m t OU TD X + î^s + a*i> 

zz7 3 — OTj OU t»i + a?2 "T nTi) 
Z#4 — î&5 ZZ7(j OU 3î»o 5 

i, j désignant deux quelconques des indices 4, 5, 6. On a ainsi 20 couples de 
deux racines dans chacun desquels il faut prendre au moins une racine ; mais 1 2 
de ces couples ont deux à deux une racine commune ; il faut donc ajouter aux 
deux racines td x — nr a , w 1 + nr a 4-® 3 au moins 14 autres racines, ce qui montre 
déjà que dans l'hypothèse faite il ne peut pas y avoir de systèmes contenant 
moins de 16 racines. Pour qu'il n'y en ait que 16, il faut nécessairement prendre 
les 6 racines 

&1 — &i , t»! + m 3 + nx { 

et alors aucune des racines w t — tb % , — w % — w 3 — m i} » 2 4- vs 3 -{- m ( , ® 2 — ® 4 ne 
fait partie du système. Deux cas sont alors à distinguer, suivant que l'on prend 

ttfj — vi 3 OU z& 3 — zzXg • 

L'existence de va 1 — w 3 entraîne celle de w 1 + &% + & it va x + w t + w i ; il n'y 
a plus alors qu'à choisir entre — nr 4 — z» 5 — & 6 et — 3ar ; on ne peut pas prendre 

— mi — nr 5 — m e , parce que l'existence de cette racine entraînerait celle de 
ro 2 — w 4 ou de — vj % — ar B — uj 6 et qu'aucune de ces dernières racines ne fait partie 
du système. On a donc en définitive le système 

w 1 — uti, m 1 + mi + wj, —Sw . (idpj; i,j=2, S 6). 

Si au contraire on prend w 3 — nj a , il faut prendre va 3 — wj, — w % — m t — -m^ 
et il ne reste plus qu'à choisir entre — w 4 — & 5 — w 6 et — 3t» ; l'existence de 

— 3o? entraînerait celle de w x 4- m % -j- ta 4 ou m 3 + m 5 4- nr 6 , ce qui est impossible ; 
donc on a, en changeant les indices 1 et 2, le système, 

«i — ®«. ^a — &i, o*i + n*2 + ®i) — % — utj — w k . (i,j, h — 3, 4, 5, 6). 

On obtient d'autres systèmes en changeant dans les précédents toutes les 
racines de signe. 

Il ne reste plus maintenant qu'à chercher les systèmes dans lesquels il 
n'existe pas simultanément deux racines telles que w t — a^ et ± (nr 4 + ^ + a k ), 
les indices i, j étant les mêmes. On peut toujours supposer qu'il existe dans un 
tel système la racine — n? 4 — nr 5 — ?» 6 ; en désignant par i, j ,h les indices 1,2,3 
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et par à, fi, v les indices 4, 5, 6, il existe nécessairement une racine de la forme 
«t — ^a ; si non en effet le système contiendrait toutes les racines — m t — w K — vb^ , 
— TB t — zBj — af A , — vb 1 — vs % — m 3 , c'est-à-dire au moins 20 racines. Supposons 
donc que le système contienne m x — w 4 ; alors il contiendra w x — w 5 ou w 5 — w 4 , 
c'est-à-dire, d'après l'hypothèse faite, m x — w 5 et de même zo x — w e . L'existence 
de m x — tzr 4 entraîne celle de 

jzs x + tb % + w 5 OU — m % — or 4 — ar 5 , 

ce qui exclut nécessairement les racines « 2 — m 5 , w 5 — za 2 , de même m 3 — » 5 , 
w % — a e , œ 3 — a* 6 . Il en résulte que le système contient w x — w 2 , w x — za 3 , d'après 

En désignant maintenant par i,j, h, trois quelconques des indices 2, 3, .... , 6, 
le système contient toutes les racines w x — m t et par suite ne contient aucune des 
racines vs x + zs { + t»,-, par suite aussi il contient toutes les racines — w, — t^ — m k . 
Enfin l'existence de — w é — or 5 — m 6 entraîne celle de w x + m 2 + xo 3 ou de 3w , 
c'est-à-dire celle de 3zs . On arrive ainsi aux 16 racines 

w x — mt, — w t — tb ù — zb, c , 3a (i, y, h = 2 , 3 6) 

et, en changeant les signes, au système 

&i — m x , zOi-\- ufj + w k , — 3or . (i,j,k=2,S,....,6). 

On obtient ainsi 54 systèmes de 16 racines. Ces 54 systèmes sont évidem- 
ment échangés entre eux par toute substitution du groupe G , et par suite on 
peut former une résolvante du 54 e degré. On peut prendre par exemple pour 
chaque racine de cette résolvante le douzième de la somme des racines qui font 
partie de chacun des 54 systèmes. On trouve ainsi 

± (xni — w ) , ± (m + TBi + wj) , ± (zBi + 2ro ) . 

D'ailleurs la résolution de cette équation du 54 e degré entraîne celle de 
l'équation primitive ; autrement dit l'équation caractéristique est une résolvante 
de la 2 e équation. Avant de montrer ce point, je conviendrai d'appeler racines 
secondaires les 54 quantités précédemment définies, en appelant par opposition 
racines principales les racines de l'équation caractéristique. 

Il existe un certain nombre de systèmes formés de trois racines secondaires 
dont la somme est nulle. En posant 

a i — '- &i &01 "i — '■ &t T 2ar , C ik = — w — w ( — va k , 
a t = w w t , bi = — za t — 2t» , c ik = w + m t + œ k , 
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ces systèmes sont de la forme 

& j Oj Cy , c^ c vp c ar , 

où les indices /l, /a, v, p, a, t sont tous distincts. Je conviendrai de dire que 
deux racines secondaires se rencontrent lorsqu'elles se trouvent dans un même de 
ces systèmes. C'est ainsi que a : rencontre b z , b 3 , . . . . , b t , c n , c 13 , . . . . , e 16 , et 
que c 12 rencontre a lt a%, b lt b % , c si , c 3B , . . . . , c 56 . 

On peut de même trouver des systèmes formés de 6 racines secondaires 
telles que deux quelconques d'entre elles ne se rencontrent pas; la recherche 
de tous ces systèmes ne présente aucune difficulté, et on trouve ainsi 
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et tous les systèmes analogues obtenus en échangeant les indices ou en rempla- 
çant les a it b t , Cy par a' it b' jt c'y. Il est bien clair que toute substitution effectuée 
sur les racines secondaires et qui ne change pas leurs relations doit échanger 
entre eux ces différents systèmes, et par suite aussi les quantités qu'on obtient 
en faisant dans chacun d'eux le tiers de la somme des racines secondaires qu'il 
contient. Cette opération, effectuée sur les systèmes écrits plus haut, donne 

— 3n»b> 4" 3z» , nSi — t» 2 , 0*1 -j- ar 2 -f- zd 3 , — ui i — a% — zB e 

et on obtient par suite toutes les racines principales. A chaque substitution 
effectuée sur les racines secondaires correspond donc une substitution effectuée 
sur les racines principales. 

Il résulte de là que les deux groupes G et G', le premier des racines prin- 
cipales, le second des racines secondaires, sont isomorphes et l'étude de l'un se 
ramène à celle de l'autre. En particulier l'équation caractéristique est une 
résolvante de l'équation qui donne les racines secondaires ; il suffit de prendre 
la transformée dont l'une des racines est 

a 1 + a 2 + ■ ■ ■ ■ +a s + b[ + bj + + bj 

6 * 

Les 54 racines secondaires se partagent en deux séries de 27 ; si en effet 
on part d'une racine secondaire quelconque, qu'on cherche toutes les racines qui 
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la rencontrent, puis toutes les racines qui rencontrent ces dernières, et ainsi de 
suite, on arrive, ou bien aux 27 racines a it b jt c i} , ou bien aux 27 racines ai, b\, c-j. 
Il est clair que toute substitution de G' effectuée sur les 54 racines secondaires 
échangera entre elles ces deux séries de 27 racines. Nous aurons donc un sous- 
groupe invariant d'indice 2 en prenant celles de ces substitutions qui ne déplacent 
aucune des deux séries (il est d'indice 2, car il y a des substitutions transposant 
effectivement les deux séries). Tout se ramène donc à l'étude de ce sous-groupe 
invariant, que nous appellerons G x . L'existence de ce sous-groupe invariant permet 
d'ailleurs, par la résolution d'une équation du 2 e degré, de ramener la résolution de 
l'équation caractéristique h celle de Véquxttion qui donne les 27 racines secondaires 
a { , b t , c {j . A partir de maintenant je ne m'occuperai plus que de ces 27 racines 
secondaires. 

Il est facile de constater dans le groupe G x l'existence des substitutions 

Sa — i a i a %) (Ma) (ci 3 c 83 )(c 14 c 24 )(c 15 c 25 )(c 16 c 36 ), 
#123= («ic 2 3)(a 2 c 31 )(a3c 12 ) (6 4 c 56 ) (6 5 c 64 ) (b t o„), 
T = (a^j) (a % b % ) (a 3 b 3 ) (a 4 5 4 ) (a 5 ô 5 )(a 6 5 6 ) 

et de toutes celles qu'on en déduit en effectuant sur les indices une substitution 
quelconque. L'existence des substitutions Sy, $_#. montre que la racine a 1 par 
exemple peut être remplacée par n'importe quelle autre racine ; que la racine a x 
étant fixée, la racine a 2 , qui ne rencontre pas a x , peut être remplacée par une 
quelconque des 15 autres racines qui ne rencontrent pas a : ; que les racines 
Ox, a 2 étant fixées, la racine a 3 qui ne rencontre ni a : ni a 2 , peut être remplacée 
par une quelconque des 9 autres racines qui ne rencontrent ni a x ni a 2 , et ainsi 
de suite; les racines a lt a 2 , a s , a 4 étant fixées, la racine a 5 peut être remplacée 
par la racine a 6 , la seule avec a 5 qui ne rencontre ni a x ni a 2 ni a 3 ni a 4 . Comme 
deux racines qui ne se rencontrent pas ne peuvent jamais être remplacées que 
par deux racines qui ne se rencontrent pas, et que toute substitution de G a est 

complètement définie par les racines qu'elle fait succéder à a x , a 2 , a 6 , le 

groupe Gj peut être engendré par les seules substitutions /S'y, S ijk et son ordre est 

27X16X10X6X2. 

Au point de vue des racines principales, il est clair que le groupe G t permet 
de passer d'une racine principale, par exemple — 3g> , à toutes les autres; il 
suffit pour le voir de considérer, au lieu de ces racines, les systèmes de racines 
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secondaires qui leur donnent naissance. On voit alors immédiatement, qu'en 
appelant respectivement 

^000) ^000) U ij) U ijki ^ijk 

les systèmes qui fournissent les racines 

3or , — 3or , m t — tûj, of* + Wj + w k , — (tzr ê + »,• + »*) , 

la substitution T permet de passer de u' m à u m , S m de u' m à u m , TS m de u' m à 
M i23i #234 #256 de u' m à u n . On peut donc avoir d'une 2 e fapon l'ordre du groupe 
G-j en multipliant par 72 l'ordre du sous-groupe qui ne déplace pas une racine 
principale donnée, par exemple u' m j ce sous-groupe échange alors entre elles les 
6 quantités a lt a 2 , a s , a 4 , a 5 , a 6 , et comme il peut les échanger d'une fapon quel- 
conque, son ordre est 6 ! Par suite l'ordre de G 1 est 

72X6!, 

nombre qui est bien égal au premier trouvé. 

Le groupe G x admet un sous-groupe invariant d'indice 2, celui qui est formé 
des substitutions des racines principales qui résultent d'un nombre pair de trans- 
positions. En effet la transposition des indices 1 et 2, par exemple, équi- 
vant à un nombre impair de transpositions des racines principales ; il en est 
de même de la substitution T. Soit donc G 2 ce sous-groupe invariant d'ordre 
27X16X10X6. Ce groupe contient les substitutions 

#12 'S'iS = («1«2«3)(&A&3)(C12C23C3 1 )(C 14 C 24 C3 4 )(C 15 C 25 C 35 )(C 16 C 26 C3 6 ) , 
#124 £i 2 #34 #124 = («lCl3)(«2C 23 )(a 3 C 12 )(6 1 6 2 )(& 4 C 56 )(&5C 64 )(& 6 C 4 5)(c 14 C 2i )(c 15 C 25 )(c 16 C 26 ) 

et toutes celles qu'on en déduit en y échangeant les indices d'une fapon quel- 
conque. Ces substitutions suffisent à définir le groupe G 2 , car on voit facilement, 
comme tout à l'heure que le groupe qu'elles engendrent contient au moins 

27X16X10X6 

substitutions, par suite se confond avec G 2 . 

Chacune de ces substitutions laisse d'ailleurs invariante au moins une racine 
principale, par exemple S^Si 3 laisse invariante u m et S lzi S lz # 34 S ni laisse inva- 
riante u m . 

Le groupe G 2 échange entre eux les 36 couples de deux racines principales 
égales et de signes contraires, à savoir ?7 000 formé de w 000 et «o 00 , U tj = TJ^ formé 
de u {J et u-ji, U ijk formé de u ijk et u[ )k . Il existe toujours dans G 2 une substitu- 
tion permettant de passer d'un quelconque de ces couples à un autre quelconque ; 
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car il suffit de passer de u m à une racine principale quelconque par une substitu- 
tion de G x , en effectuant au préalable, si cette substitution ne fait pas partie de 
G 2 , la substitution T qvii ne change pas £7" 000 . Il y a plus. £7" 000 étant fixé, on 
peut toujours passer d'une quelconque des quantités U ijlc à une autre de la même 
forme par une substitution paire des indices 1 , 2 ,...., 6 , et de même d'une 
quantité U tj à une autre de la même forme. Si on remarque que Z7 000 et U ijk sont 
alliés, tandis-que U m et U i} ne sont pas alliés, on soit que le groupe G 2 permet 
toujours de passer de deux couples U alliés à deux autres couples quelconques 
alliés, et de deux couples U non alliés à deux autres couples quelconques non 
alliés. 

Cela étant je dis que G 2 est simple. En effet supposons d'abord que G 3 soit 
un sous-groupe invariant de G 2 contenant, outre la substitution identique, au 
moins une substitution ne déplaçant pas les 36 couples U; alors on peut toujours 
supposer que cette substitution ne déplace pas U m , c'est-à-dire l'ensemble des 

deux systèmes 

a x a 3 a s a 4 a 5 a 6 , 

h &a h bi 6 5 & 6 . 

Or le sous-groupe de G 2 qui laisse invariant l'ensemble de ces deux systèmes 
n'admet qu'un sous-groupe invariant, formé des substitutions paires des indices 
1, 2, . . . . , 6, et ce sous-groupe est simple. Il en résulte que G 3 contient néces- 
sairement toutes les substitutions qui laissent invariante la racine principale w 000 , 
et par suite aussi toutes les substitutions qui laissent invariante une racine prin- 
cipale quelconque, et par suite aussi, d'après ce qui a été dit plus haut, toutes les 
substitutions de G 8 . 

Si donc G g n'était pas simple, il admettrait un sous-groupe invariant G 3 dont 
toutes les substitutions, à part la substitution identique, déplaceraient toutes les 
lettres U. Ces substitutions seraient donc toutes régulières ; l'une d'entre elles 
par exemple serait formée de p cycles de q lettres, avec pq = 36, soit 

Or il existe toujours dans G 2 une substitution transposant deux lettres U quel- 
conques et formée de 14 transpositions; on peut en effet toujours supposer que 
ces deux lettres, si elles sont alliées, sont U n et U 13 , et que, si elles ne sont pas 
alliées, elles sont U n et U 3i ; dans les deux cas il suffit d'effectuer la substitution 
(23)(45) et de vérifier qu'elle revient à 14 transpositions des lettres U. Cela 
étant, effectuons sur 2 une des substitutions de G 2 équivalant à 14 transpositions, 
6 
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et transposant les deux lettres a et /?, on obtient la substitution 

X' = ((3aW ....) 

qui appartient encore à G 3 ; le produit XX', laissant invariante la lettre a, doit 
se réduire à la substitution identique ; autrement dit, X' doit être l'inverse de X ; 
mais pour cela il faut que la substitution effectuée sur X pour passer à X' déplace 
au moins p (q — 1) lettres ; on a donc 

p (q — 1) = 36 — p ^ 28 , 

et par suite p, diviseur de 36, est égal à 9, 12 ou 18. Si p était égal à 9, la sub- 
stitution 2 8 nous ramènerait au cas de p — 18 . Il suffit donc de démontrer 
l'impossibilité d'une substitution régulière de 12 cycles de 3 lettres, ou de 18 
cycles de 2 lettres. 

Prenons d'abord 12 cycles de 3 lettres, et supposons en premier lieu qu'un 
de ces cycles contienne deux lettres non alliées, qu'on peut toujours admettre 
être U m et U n ; alors la 3 e lettre du cycle n'est alliée ni à U m ni à U lz et par 
suite peut toujours être supposée U 3i ; mais alors la substitution (12) (35) de Gr 2 > 
effectuée sur X, donnerait une substitution X' telle que XX' -1 ne déplacerait pas 
U m et remplacerait U 3i par U i5 , ce qui est impossible. Il faut donc supposer 
que dans chacun des cycles les trois lettres sont alliées deux à deux. On peut 
supposer par exemple que l'un des cycles est 

et a est alors de la forme U m ou U m ; la considération de la substitution 
(12)(45) exclut le premier cas et il ne reste que l'hypothèse 

( U<XH> U m U i5i ) ; 

cherchons alors le cycle qui contient C/" 12 ; la lettre qui succède à U 12 est alliée à 
U 12 , mais non à U m , Uw > Um> e ^- e est d° nc ^13 ou ^23! ^ en est ^ e même de 
la 3 e lettre du cycle ; si alors ce cycle est (U n TJ X% U i3 ), il suffit d'effectuer la sub- 
stitution (23)(45) pour arriver à une impossibilité. 

Prenons ensuite une substitution de 18 cycles de 2 lettres. D'abord si l'un 
de ces cycles contient deux lettres alliées, on peut supposer que c'est ( Î7 000 C^) . 
Le cycle qui contient Z7 12 contient alors en outre une lettre qui n'est alliée ni à Co 00 
ni à U m et par suite est de la forme U 13 ou C 45 ; la substitution (12)(46) exclut 
chacun de ces cas. Il faut donc supposer que chaque cycle contient deux lettres non 
alliées ; l'un sera par exemple (Z7 000 U n ) ; alors si U^ est remplacé par a, a est 
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allié à ZJqoo, mais ne l'est ni à U 12 ni à U 13 , par suite c'est U m ou U m ; mais la 
substitution (12)(45) montre que c'est impossible. 

En définitive le groupe G 2 ne contient pas de sous-groupe invariant formé 
de substitutions déplaçant toutes les lettres U, et par suite il est simple. 

Le groupe G 1; qui n'admet que le sous-groupe invariant simple G 2 , est isomorphe 
au groupe des 27 droites d'une surface du 3 e degré. On sait en effet qu'on peut 
désigner les 27 droites d'une telle surface au moyen des lettres a it b ( , c y , la 
droite a x rencontrant 5 2 , . . . . , 6 6 , c 1% , . . . . , c 16 ; la droite b x rencontrant 

a», « 3 a 6 . c i2» • • • i «i6) e fc la droite c 12 rencontrant a x , a 2 , b u b 2 , c 3i , c 3B , . . . , c B6 ; 

ce groupe peut de plus être engendré au moyen des substitutions telles que S 1Z et 
S m ; par suite il se confond avec Gj . Le groupe des 27 droites d'une surface du 
3 e degré a été étudié par M. Jordan,* qui a montré directement qu'il ne con- 
tenait qu'un sous-groupe invariant simple. Il a montré de plus que ce groupe 
ne pouvait conduire à aucune résolvante de degré inférieur à 27. 

Il résulte de tout cela que la résolution de l'équation caractéristique d'un 
groupe simple de rang 6 et du type E) se ramène à celle d'une équation du second 
degré et à celle d'une équation du 27 e degré dont le groupe de substitutions est le même 
que celui de l'équation qui donne les 27 droites d'une surface du 3 e degré ; ce groupe 
admet un seul sous-groupe invariant d'indice 2 , qui est simple. 

8°. TypeJOt), l~1 . Les racines sont ici 

mi — atj, =fc (t» 4 + 2n%), ± (&i + v>j + a k ) , (i, /, k — 1 , 2 7) 

avec 

rSi + at 2 + • • • • ~T" a*j "f" 2î»o = . 

L'équation qui donne ces 126 racines peut être ramenée d'abord à une 
équation du 56 e degré, en procédant de la même fapon que dans le cas précédent. 
Il existe en effet des systèmes de 27 racines tels que si une racine quelconque 
d'un de ces systèmes est la somme de deux autres racines, l'une au moins de ces 
deux racines fait partie du même système. Cherchons tous ces systèmes. 

On peut remarquer d'abord qu'un tel système contient nécessairement une 
racine de la forme w t — ra^ ; sinon, l'existence dans ce système de m x + w % -)■- w z 
entraînerait celle de toutes les racines Wi + va i + w k en nombre égal à 35, et 
l'existence de w x + 2* 'entraînerait celle de w i + 2aj , — w t — œj — ut k . 

Supposons d'abord qu'il y ait deux racines telles que m x — m s et « 2 — w 4 , 

* Jordan, Traité des substitutions, p. 316-329. 
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c'est-à-dire deux racines m t — w 3 pour lesquelles les quatre indices sont tous dis- 
tincts. L'existence de ces deux racines entraîne celle de 

XBjj — Wg OU XB\ — Wg , 

OTg &g OU ZB3 — W4 , 

TBl — XB^ OU TjB± W% , 

VB X — — W4 OU Wy — Wi , 

V3\ -p S7g -p ®i OU ®2 W3 — Wf , 

W\ -\- Wg -p *< OU O^ 154 ®i 1 

— OT3 — 0X4 — afj OU W\ -p n>4 -p OTj y 

— n?3 — n?4 — o7j OU Wg T ^3 T *"<> 

puis celle de w x — w t ou 



m 



I> 



nr 2 — z»i OU Wi — n?4, 

nri -p 2ro ou — 0X3 — 2a7o, 

nr g -p 2ar OU — w 4 — 2nr , 

w x + ot 2 -|- J7J4 OU — ar 2 — î»3 — &1 , 

ffl l T ffl i "f °fy O u — 8*3 "fy &}■> 

TB X ~p nfj "1 ^3 OU — îZïi VBg VSi , 

KTg -p î&j -p OTj OU 04 ÎZTf TBj , 

où les indices i et/ peuvent prendre les valeurs 5,6,7. On a ainsi 32 couples de 
racines, dans chacun desquels il faut prendre au moins une racine. Mais 16 de 
ces couples ont deux à deux une racine commune, ce sont les 16 premiers; il en 
résulte que le système cherché contiendra au moins 26 des racines déjà écrites. 
Etant donnés deux des couples qui ont une racine commune, le système ne peut 
contenir une racine d'un de ces couples différente de la racine commune. L'ex- 
istence en effet de m x — w % (l r couple) entraînerait celle de a x + w % -f ^ ou 
de — w % — m s — w u ce qui donnerait certainement plus de 27 racines; de même 
l'existence de m % + m 3 + » B entraînerait celle de œ z — w x ou w x + w s + « B , ce qui 
est aussi impossible. 

Il résulte de là que le système contient nécessairement 

&i — aj g , m x — 0X4, or a — xb s , ar 2 — zB it ta x -p tb% -p vSi , — zo 3 — m i — a^ 

et ne contient pas 

± {w x — nx 2 ) , ± (ar 3 — m t ) , db (za x -p nig -f- ar^) , ± (m x + ® 4 + ®») . 

zb (tzy 2 + «3 + Wj) , ± (rag + &i + Wj) • 
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Jusqu'ici rien ne distingue, au signe près, les indices 1 et 2 des indices 3 et 4. 
Aussi pouvons-nous supposer, en considérant le dernier couple écrit tout à l'heure, 
que le système contient la racine — nr 4 — œ 5 — nx 6 ; il en résulte l'existence de 

&i — ^5, vs\ — Wg , or 2 — ar B , or 2 — & e 

et par suite l'exclusion de toutes les racines 

d= (roi + m { + m } ) , ± (w, + vj i -\-m j ), (i, j = 3, 4, 5, 6 , 7). 

Par suite le système contient toutes les racines 

— w 3 — m j — uBj , — OT4 — ar s — Wj , 

puis a?! + nr + nr 4 , a» x — w 7 , w 2 — a%. Le système contient en outre m t -\- 2za , 
sinon il contiendrait toutes les racines — »< — 2a , ce qui donnerait plus de 27 
racines; de même il contient ve % -\-2w a . Enfin le système ne contient pas 
m i — m i e t par suite l'existence de — or 4 — ar 6 — w 6 entraîne celle de — w 6 — nr 6 — or 7 . 
Nous sommes finalement arrivés aux 27 racines 

m i — m ii &z — Mi, &i + 2nr , m % -{• 2» , w a •+- ®2 + w», — ®i — nty — Wj, (1) 

où les indices *,/, & prennent les valeurs 3, 4, -...., 7. Ces 27 racines forment 
bien d'ailleurs un système jouissant des propriétés voulues. En changeant les 
signes, nous avons un nouveau système 

or* — rarj, v3i — nr 2 , — w 1 — 2w , — ut z — 2of , — w x — at t — za t) za t + Wj + za k . (2) 

La première hypothèse faite se trouve ainsi épuisée. Il ne reste plus qu'à 
supposer que si deux racines ar* — »,■ existent dans un même système, elles ont 
au moins un indice commun. Or l'existence de w x — w 2 entraîne celle de m x — Wi 
ou & t — w 2 . On peut donc toujours supposer, au signe près, que le système 

cherché contient les 6 racines m x — ar 2 , w 1 — m 3 , w x — w 1 et alors il n'en 

contient pas d'autre de la forme nt t — wj. Le système ne peut pas contenir de 
racine telle que — or 2 — ta s — ar 4 , sinon en effet il contiendrait toutes les racines 
— mi — zbj — w k , oui, y, k sont différents de 1, ce qui donne déjà 26 racines; 
puis comme 

( — ar 2 — œ 3 — ar 4 ) = (w 5 + 2ar ) + fa + nr 6 + m i) 

= (*6 + 2nr ) + fa + «5 + «7) » 

il faudrait y ajouter encore au moins deux autres racines, ce que nous ex- 
cluons. Donc le système ne contient pas de racine w t — zoj — m k , par suite il 
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contient toutes les racines tb x -f- & t + vtj , puis en vertu de 

*i + &z + ^3 = ( — ®4 — 2 *o) + ( — ar B — *e — ®î) > 
il contient les 6 racines — za t — 2or , ce qui nous conduit aux 27 racines 

mi — m it — &i — 2nr , m x -\- ^ + a*,. (i,j=2,3, 7). (3) 

Enfin en changeant les signes, on a un 4 e système 

w ( — roi, xUi-\- 2zzr , — xa 1 — afi—zBj. (i,j= 2, 3, . . . . , 7). (4) 

Les systèmes (1), (2), (3) et (4) et ceux qu'on en déduit en échangeant les 
indices d'une façon quelconque, sont au nombre de 56 ; ils sont évidemment 
échangés entre eux par toute substitution du groupe G des 126 racines de l'équa- 
tion caractéristique. Il en résulte que cette équation admet une résolvante du 
66 e degré. On peut prendre pour racines de cette résolvante les quantités qu'on 
obtient en faisant, dans chacun des 56 systèmes trouvés, la 18 e partie de la somme 
des racines qu'il contient. Or en faisant cette opération pour les systèmes (1), 
(2), (3), (4), on trouve 

tffl T *#3 -f- Wq , ZB X Wg Wq, US\ Wq, ZBq tOj. 

L'équation caractéristique admet donc une résolvante du 56 e degré dont les 

racines sont 

± (ai — tBo), db (za + m { + m } ). (*,/ = 1, 2, . . . . , 7). 

Réciproquement d'ailleurs l'équation caractéristique est une résolvante de 
cette dernière équation. Posons pour abréger 

ai ~ Wi — tja , ôj — t0q — Wi , a^ — — m^ — Wi — tHj , bq — wo -\~ toi -f- Wj . 

Il existe des systèmes de quatre racines secondaires pour lesquels la somme de 
ces 4 racines est nulle. Ces systèmes sont d'une des formes suivantes 

#1 °2 #13 °23 1 #12 #34 "13 O u , 
#1 "23 "45 "67 1 "1 #23 #45 #67 • 

En convenant de dire que deux racines secondaires se rencontrent lorsqu'elles se 
trouvent dans un même de ces systèmes, on voit que le groupe G' des 56 racines 
secondaires ne peut qu'échanger entre eux les différents couples de racines qui 
se rencontrent, et aussi les différents couples de racines qui ne se rencontrent 
pas. Or ces derniers sont de l'une des formes 

x x x % , œ 1 x 23 , œxy 1% , y x y z , y x y^ y x x n , x w x X3 , x^y^, y n yi$- 



structure d'un groupe de transformations fini et continu. 47 

Par suite le groupe G 1 échangera entre elles les diverses quantités qu'on obtient 
en faisant les différences des racines secondaires de chacun de ces couples. Or 
ces quantités ne sont autres que les 1 26 racines principales. 

Il résulte de là que les deux groupes G et G' sont isomorphes holoédriques ; 
on peut établir une correspondance univoque entre les substitutions de l'un et 
ceux de l'autre. L'étude de G se ramène donc à celle de G'. 11 est d'ailleurs 
facile de trouver l'équation caractéristique comme résolvante de l'équation qui 
donne les 56 racines secondaires. Considérons en effet tous les systèmes de 27 
racines principales précédemment considérés qui contiennent une racine princi- 
pale donnée, par exemple w 1 — tz%; les racines secondaires qui correspondent à 
ces systèmes sont au nombre de 1 2, à savoir 

Wi — va , Wq — vj % , Wq -\- mi -\- iBi , — Wo — nr 2 — a»; 

et la somme de ces 12 racines est précisément 6(0^ — w 2 ) . Il en serait de 
même pour les autres racines principales. Elles fournissent 1 26 systèmes de 1 2 
racines secondaires qui sont évidemment échangés entre eux par le groupe G' et 
qui donnent comme résolvante l'équation caractéristique. 

Cela étant nous pouvons nous borner à l'étude du groupe G' des 56 racines 
secondaires. 

On aperçoit immédiatement l'existence dans ce groupe d'un sous-groupe 
invariant d'ordre 2 formé de la substitution identique et de la substitution 

cette dernière correspond, dans le groupe G, à la substitution qui transpose 
toutes les racines principales égales et de signes contraires, et qui, étant formée 
de 63 transpositions, est une substitution impaire. 

On aperçoit immédiatement aussi l'existence d'un second sous-groupe inva- 
riant Gj formé de celles des substitutions de G' qui correspondent à des substitutions 
paires de G. Ce second sous-groupe invariant n'a aucune substitution commune 
avec le précédent : son ordre est de plus la moitié de l'ordre de G'. Il peut 
aussi être regardé comme un groupe isomorphe à G', le sous-groupe invariant 
d'ordre 2 correspondant à sa substitution identique. A ce point de vue le groupe 
G{, indique comment le groupe G' échange entre eux les 28 couples de deux 
racines secondaires égales et de signes contraires. En appelant c ( l'ensemble des 
racines a { et b { , et c ik l'ensemble des racines a ik et b ik , toute substitution de G 7 
donne une substitution des 28 lettres c< et c ik , et cette substitution des 28 lettres 
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Ci, c ik peut être fournie par deux substitutions de G' dont une et une seule appar- 
tient à G{; si on appelle T le groupe qui indique comment G' échange c c i]e , il 
y a isomorphisme holoédrique entre T et G{. 

Il est facile de vérifier que le groupe total G' contient les substitutions 

fi — f («l«2)(«13«23)(ai4«24)(«15«25)(«16«26)(«n«87) 
1 (&A) (&i 3 & 23 ) (&l A 4 ) (M25) (&16&26) (M«) » 

et S ~\ ( a i a 23)( a 2 a 3l)(«3«12)(«45&67)(«46&57)(«47^56) 

( (b&s) (b 2 b sl ) {b 3 b n ) (&45<%)( V^îXMse) , 

et celles qu'on en déduit en y changeant les indices d'une manière quelconque. 
La forme de ces substitutions montre que la racine a 7 peut être remplacée par 
n'importe quelle autre des 56 racines secondaires. Cette racine a 7 étant fixée, 
la racine a x par exemple peut être remplacée par a t , a ijy b n , où les indices * et y 
prennent les valeurs 1, 2, 6 ; ce sont précisément les racines qui ne recon- 
trent pas a 7 ; d'ailleurs a x qui ne rencontre pas a,, ne peut être remplacée mani- 
festement que par une racine ne rencontrant pas a 7 . Or en remplaçant dans les 
27 racines a it a t , b 1{ , la quantité « 7 par m , ce qui revient à annuler a 7 , ces 
racines prennent la forme 

v3i — nv, — &Q — &i — Œj, *i + 2ar , (i, j = 1 , 2, . . . . , 6), 

avec vs x + ....+ nr 6 + 3nr = . 

Or on obtient ainsi les 27 racines secondaires étudiées dans le numéro précédent, 
et toute substitution du groupe de ces racines donnera évidemment une substitu- 
tion de G ne déplaçant pas a;,. Or le groupe de ces 27 quantités est d'ordre 

27X16X10X6X2; 

comme toute substitution de G' est définie par les racines qui remplacent 

e^, a 2 , a 7 , l'ordre de G' est donc 

56X27X16X10X6X2. 

Le groupe T contient les substitutions 

2i2 = (c 1 c 2 )(c 13 c 23 )(c u c 2 4)(ci 5 c 25 )(c 16 c 26 )(c 17 c 27 ), 

2l23 = ( C l C 23)( C 2 C 3l)(c 3 Cl2) (Ci5 C 6l)( C ii C 5T)( C i1 C 5t) ■ 

Je dis que T est simple. Remarquons d'abord que, d'après ce qui vient d'être 
dit pour G, il permet de remplacer deux lettres quelconques par deux autres 
lettres quelconques (puisque, c 7 étant fixée, c x peut être remplacée par c it c (j , c Xl ). 
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De plus il existe toujours dans T une substitution transposant deux quelconques 
des lettres c, par exemple c x et c 2 , et formée de 6 transpositions, par exemple Xi 2 . 

Cela étant je dis d'abord que Y ne peut pas contenir de sous-groupe inva- 
riant dont toutes les substitutions, à part la substitution identique, déplacent 
toutes les 28 lettres c. En faisant un raisonnement analogue à celui qui a été 
fait dans le cas de l = 6 , on verrait en effet que toutes les substitutions de ce 
groupe contiendraient au moins 16 cycles, ce qui est impossible. 

Il résulte de là que tout sous-groupe invariant de T contient au moins une 
substitution laissant invariante une lettre c ; on peut même toujours supposer 
que c'est c 7 . Or le sous-groupe de T qui laisse invariant c, est celui dont nous 
parlions tout à l'heure qui échange entre elles les 27 lettres c autres que e 7 , ou 
encore les 27 quantités 

m i w > m i "H 2îff , & ZBi Wj. 

Or ce groupe n'admet qu'un sous-groupe invariant qui est engendré, en revenant 
à nos notations, par les substitutions 

^123 = ( C l C 2 C 3)( C 12 C 23 C 3l)( C 14 C 24 C 34) • • • • {pvfâtfizU > 
#123= (ClC23)(c 2 C 12 )(c 3 C 1 s)(c 24 C3 4 ) (c^C^ic^C^C^C^ic^ . 

Tout sous-groupe invariant de T contiendra donc les substitutions T m , U m et 
celles qu'on en déduit en y échangeant d'une fapon quelconque les indices. Je 
dis que le groupe engendré par ces substitutions se confond avec Y. Pour cela 
prenons les substitutions correspondantes de G[ ; il est facile de vérifier que ce 
sont les substitutions 

rp _ f («1^2 a 3)( a M a 23 a 3l)( a 14 a 24 a 34) • • • • ( a 17 a 27 a 37) 
1 (&A& 3 ) (M23&3l) (&14&24&34) {i>lAlhl)> 

et jj, _ { (a 1 a 23 )(a 2 a 12 )(a3a 1 s)(a 4B 6 67 )(a 46 & 57 )(a4 7 5 66 )(a 24 a 34 ) (a 21 a 31 ) 

( (&A 3 ) (&Aa) (MsXMeîXMsî) (&47«w) Ww) • • • • ( h M . 

qui coïncident respectivement avec S 12 S 13 et S^S^Su S m , et qui correspondent 
à des substitutions paires de G'. Or en employant le procédé qui nous a déjà 
servi, on voit que le groupe engendré par ces substitutions est d'ordre 

56X27X16X10X6, 

c'est-à-dire est de l'ordre de G{ ou de Y. Il en résulte bien manifestement que 
T est simple. 
7 
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Ce groupe T est isomorphe au groupe des 28 tangentes doubles d'une courbe plane 
du 4 e . ordre. On peut remarquer en effet que le groupe des 28 tangentes doubles 
est transitif et que celles de ses substitutions qui ne déplacent pas une tangente 
double donnée échangent les 27 autres suivant un groupe isomorphe au groupe 
des 27 droites d'une surface du 3 e degré ; or c'est précisément ce qui a lieu pour 
notre groupe T. D'ailleurs la vérification se fera directement lorsque nous 
aurons étudié l'équation caractéristique des groupes de rang 8, type E). On peut 
remarquer que les systèmes mentionnés plus haut de quatre racines secondaires 
dont la somme est nulle, donnent, dans les c, des systèmes de quatre lettres 
échangés entre eux par le groupe Y ; ils sont de la forme 

C 1 C 2 C 13 C 23 , C 12 Ci 3 C 24 C 34 , CyC^C^C^, . 

Ils sont au nombre de 315 et correspondent aux 315 systèmes formés de quatre 
tangentes doubles dont les huit points de contact sont sur une même conique. 
De même les 63 couples de racines principales correspondent aux 63 familles de 
coniques quatre fois tangentes à la courbe du quatrième ordre, ou plutôt aux 63 
systèmes de six coniques formées chacune de deux tangentes doubles qui appar- 
tiennent à ces 63 familles. 

En résumé la résolution de l'équation caractéristique d'un groupe simple du 
type E) et de rang 7 se ramené h la résolution d'une équation du second degré et a 
celle d'une équation du 28 e degré dont le groupe est isomorphe h celui de l'équa- 
tion qui donne les 28 tangentes doubles d'une courbe plane du 4 e ordre, et ce groupe 
est simple. Les deux équations h résoudre sont indépendantes l'une de l'autre. 

9°. Type E) , l = 8 . Les racines sont ici 

va t — w s , ± (*, + ta, + *»)i (»' +y =1= * ! *f y. * = 1 1 2 . 9 ) » 

avec t»! + m % + . . . . + n? 9 = . 

Nous poserons pour abréger 

ay = Wj — tBj, aq k = m % + xOj + m k , &yj ; =: — zn» — w — m k . 

Le groupe G de ces 240 racines contient des substitutions impaires ; par 
exemple celle qu'on obtient en échangeant entre eux les indices 1 et 2 équivaut 
à 57 transpositions. Il en résulte que le groupe G contient un sous-groupe inva- 
riant Gj d'mdice 2 formé des substitutions paires de G. 
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Le groupe G admet un autre sous-groupe invariant d'ordre 2, formé de la 
substitution identique et de la substitution 

(«a <%)(««& byic) (1) 

qui transpose les racines égales et de signes contraires. Ce sous-groupe inva- 
riant est contenu dans le précédent G 1; puisque la substitution (1) équivaut à 
120 transpositions. Il détermine donc un groupe V isomorphe à Gt x , d'ordre 
moitié moindre et indiquant par exemple comment G- x échange les couples de 
racines égales et de signes contraires. 

On peut remarquer qu'étant donnée la racine w x — nr 2 , il en existe 56 autres 
alliées à cette racine ; qu'étant données les deux racines alliées w x — xa % , w x — ta 3 , 
il existe 27 racines alliées à celles-là ; qu'étant données les trois racines alliées 
»i — w % , w x — nr 3 , va l — vo it il existe 16 autres racines qui leur sont alliées; 
qu'étant données les quatre racines alliées deux à deux w x — w 2 , m x — nr 3 , 
w \ — ^a ^î — %> il existe 10 autres racines qui leur sont alliées; qu'étant 

données les cinq racines alliées deux à deux vt x — m%, »i — ^ 6 > il existe 6 

autres racines qui leur sont alliées ; enfin qu'étant données les six racines alliées 
deux à deux m x — « 2 , . . . . , xa x — n* 7 ,il existe 3 autres racines qui leur sont 
alliées, à savoir 

njj — m s , a*! — nr 9 , vs x + nf 8 + afg , 

mais parmi ces trois racines, les deux premières se séparent de la dernière en ce 
sens qu'elles sont alliées entre elles. 

Comme toute substitution de G ne peut remplacer deux racines alliées que 
par deux autres racines alliées, et que toute substitution est définie par les 

racines qu'elle fait succéder à w x — m % , vs x — œ 9 , on voit que le groupe G 

est d'ordre au plus égal à 

240 X 56 X 27 X 16 X 10 X 6 X 2. 

Par suite l'ordre du groupe r est au plus égal à 

120X56X27X16X10X6. 

Or il est facile de voir qu'en appelant c a = c u l'ensemble des deux racines 
«i*. ««> e t c^ l'ensemble des racines a ijk , b m , le groupe V contient la substitution 

#123 = (Cl2C 2 3C3l)(CliC 2J C 3 i)(c 12i C 23 i C 3V ){c li} C ii} C 3i ) . (*, j = 4 , 9) . (2) 
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Remarquons maintenant que le groupe G contient la substitution suivante, 
comme il est très facile de le vérifier, 

Î{ a ii^23i)K a i2 a 3iÔ{ a {3 a 2ii)\ a m"l8V • • • • (#189 "567 ) (<% fr \ 
(«4i0 23i )(a 2 o ui ) (a 3i o 2ii ) (o m a m ) .... (0i 89 o 567 ) 

où l'indice i prend les valeurs 1,5,6,7,8,9. Si on transforme au moyen de 
cette substitution la substitution de G x qu'on obtient en effectuant les deux 
transpositions d'indices (14)(23), on obtient une nouvelle substitution de Gj qui 
donne dans r la substitution suivante 

^12S=(Cl2C 13 )(Ci 2 3C 2 3)(c lai 2i )(0 1 3 i C3i)(c 1 ,C 23J )(c 3 yC 8 y)(c^C (1<rT ), (3) 

où les indices i,j prennent toutes les valeurs 4, 5 ,9, et où fywpffT 

désigne successivement toutes les permutations des six indices 4 , 5 ,...., 9 . 

Or si on considère le groupe engendré par les substitutions S m , T m ana- 
logues à (2) et (3), on constate, par un procédé déjà employé, que son ordre est 
au moins égal à 

120X56X27X16X10X6. 

Comme il est contenu dans le groupe T et que l'ordre du groupe r est au plus 
égal au nombre que nous venons de trouver, il en résulte que l'ordre de r est 
120 X 56 X 27 X 16 X 10 X 6 , et qu'il peut être défini au moyen des seules substi- 
tutions Sw et T m . 

Je dis que V est simple. D'abord c'est un groupe transitif et les substitu- 
tions de ce groupe qui laissent invariante une lettre donnée, par exemple c 89 , 
échangent entre elles les 56 lettres alliées à c 89 ; la façon dont ces lettres sont 
échangées déterminant complètement la substitution correspondante (puisque 
parmi ces 56 lettres se trouvent c 19 , c 29 , . . . . , <? 79 ), ces substitutions sont au 

nombre de 

56X 27X16X10X6. 

Or, en posant 

c 18 = a { , c 19 = pi , Cy 8 = a^ , Cy 9 = pij , 

le sous-groupe de V qui laisse invariant c 89 contient les substitutions telles que 
a _ f(aia 2 a 3 )(ai 2 a 23 a sl ) (a 14 a 24 a 34 ) .... (a 17 cc 27 a 37 ) 

123 MpM)(PuP«PbÙ(PuP.hP^. • • • (PiiP«P*d, 

et f — \{ai<iz3){<h<*-n){<*>3<*-i3) (a24<*34) • • • • (agi<*-8j)( a 4sP«i) (<W?5t) («47 &e) 

123 l (&/?«)(& A,)G5,0 U )GM«) • • • • {PMiP*OiP***)iP«*»)> 
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Or nous avons rencontré ces substitutions à la fin du paragraphe précédent et vu 
qu'elles engendrent un groupe simple d'ordre précisément égal à 

56X27X16X10X6. 

Il en résulte donc que le sous-groupe de Y qui laisse invariante une lettre donnée est 
simple. 

Cela étant supposons d'abord qu'un sous-groupe invariant de Y contienne 
au moins une substitution ne déplaçant pas toutes les lettres, par exemple ne 
déplapant pas c 89 ; alors il devra contenir, d'après ce qui vient d'être dit, toutes 
les substitutions qui ne déplacent pas c 89 , et par suite aussi toutes les substi- 
tutions ne déplapant pas une lettre quelconque, mais comme les substitutions 
Syn, T ijk qui servent à définir Y, ne déplacent pas toutes les lettres, elles doivent 
aussi faire partie du sous-groupe invariant, qui coïncide par suite avec T. 

Pour démontrer que le groupe Y est simple, il suffit donc de démontrer qu'il 
ne contient pas de sous-groupe invariant dont toutes les substitutions, sauf la 
substitution identique, déplacent toutes les lettres. Or remarquons que deux 
lettres quelconques alliées peuvent toujours être remplacées par deux lettres 
alliées données, par exemple c 12 et c 13 , et que deux lettres quelconques non alliées 
peuvent toujours de même être remplacées par exemple par c 23 et c m ; la substi- 
tution T m montre alors qu'il existe toujours dans Y une substitution transpo- 
sant deux lettres quelconques données et formée de 45 transpositions. 

Cela étant on voit, comme dans le cas de 1=6, que si Y contient un sous- 
groupe invariant, toutes les substitutions de ce sous-groupe doivent être régu- 
lières et se composer soit de 30 cycles de 4 lettres, soit de 40 cycles de 3 lettres, 
soit de 60 transpositions. Il suffit de démontrer l'impossibilité des deux dernières 
hypothèses. 

Prenons d'abord le cas de 40 cycles de 3 lettres. Si un de ces cycles con- 
tient deux lettres alliées, la troisième sera manifestement alliée aux deux pre- 
mières, et comme on peut toujours ramener, au moyen d'une substitution de Y, 
trois lettres alliées à être c 12 , c 13 , c 14 , on aurait le cycle (c 12 c ls c u ) ; mais alors la 
substitution (23)(45) de Y montre, comme dans le cas de l = 6 , que c'est impos- 
sible. Il faut donc que tous les cycles ne contiennent que des lettres non alliées ; 
l'un contiendra par exemple c 12 c 3i , la troisième lettre étant alors nécessaire- 
ment de l'une des formes c 56 , c la5 , c 667 ; mais dans tous les cas la substitution 
(13)(24)(57)(68) montre que c'est impossible. 
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Il ne reste donc que le cas de 60 cycles de 2 lettres. Si l'un de ces cycles 
contient deux lettres alliées, par exemple (c 13 c 13 ), le cycle qui contient c 23 contien- 
dra en outre une lettre alliée à c li5 et c 13 , et par suite sera de la forme c u , c U5 , c 234 ; 
mais la substitution (23) (46) exclut tous ces cas. Si au contraire l'un des cycles 
contient deux lettres non alliées, par exemple (c 12 c 34 ), le cycle qui contient Ci 23 
contiendra en outre une lettre alliée à c 12 , mais non à c 34 ni à c 123 , par suite de la 
forme c m ; mais la substitution (12)(56) montre que c'est impossible. 

Finalement le groupe T n'admet pas de sous-groupe invariant ; il est simple. 
Les indices de composition de G- sont par suite 2, 2 et l'ordre de Y. 

La résolution de V équation caractéristique d'un groupe de transformations 
simple du type E) et de rang 8 se ramène h celle de deux équations du second degré 
et d'une équation de degré 120 h groupe de substitutions simples d'ordre 120.56. 
27.16. 10.6. 

Le groupe simple T ou plutôt le groupe I" d'ordre double qui indique comment 
le groupe G- échange les 120 lettres c, est un des groupes désignés par M. Jordan 
sous le nom de premiers groupes hypodbèliens ^ ou de seconds groupes de Steiner* 
Considérons les B é = 2 7 — 2 3 = 120 lettres représentées par le symbole général 

(a, b, c, d; a, @ , y, 8) où l'on assigne aux indices a, b, S tous les systèmes 

de valeurs (non congrues par rapport au module 2) qui satisfont à la congruence 

aa, -f- b(3 +• cy + d8 == 1 (mod. 2) . 

Effectuons les produits /i à fi de ces diverses lettres, puis formons la somme de 
tous ceux de ces produits tels que 

(«d &i> c i> di> a D Pu 7i> <^i)( a 2> h> c 2. ^2>' cc 2 , /? 2 , y 2 , <5 2 ) . . . . (a M , b„ , 5J 

qui satisfont au système de relations 

«i + «2 + • • • • + % = &i + h + + b„.= . . . . 

= HU....HS0 (mod. 2), 

et appelons fo la fonction entière de degré (i qui en résulte. Le premier groupe 
hypoabélien ou le second groupe de Steiner est formé par les substitutions qui 
laissent invariables toutes les fonctions $ M . 

Or il est possible, parmi ces 120 lettres, d'en déterminer 8 

(a l} b u c„ d t ; a*, fa, yt, h) (1=1,2,...., 4) 
* V. Jordan, Traité des substitutions, p. 199-206, 229, 242-249. 
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telles que l'on ait 

a&j + bifi} + ctyj + d$ } + %a,- + b^ ( -f- c/y t + d$) = 1 (mod. 2) , 

quels que soient les indices * et j, pourvu qu'ils soient distincts. Il suffit par 
exemple de prendre 

(0001, 0001), (OUI, 0100), (0100, 1101), (0101, 0110), 
(0011, 0010), (1000, 1001), (0010, 1111), (0110, 1011). 

Cherchons à déterminer celles des 120 lettres qui peuvent se mettre sous la forme 

(«i + « 2 + + a„ h + .... + b„ , \ + .... + S p ), 

p désignant l'un des nombres 2, 3, . . . ., 8. En écrivant la congruence fonda- 
mentale à laquelle doivent satisfaire les 8 indices de cette lettre, on arrive â 

p+ PjL=i) = Pi£ + l) = 1 (m0 d. 2), 

ce qui exige que p soit l'un des nombres 2, 5 ou 6. En prenant successivement 
ces trois cas, on arrive à 

8.7 8.7.6.5.4 8.7.6.5.4.3 
1. 2 + 1.2. 3.4.5 + 1.2. 3. 4.5.6 

nouvelles lettres. Ces lettres sont distinctes entre elles et distinctes des pre- 
mières, sinon en effet on aurait un système de congruences de la forme 

«i + «a + • • • • + « P = , «! + a % + ....+ a p = 0, 



■ di+d» + -M P =o, «! + «, + + S P = o, 

o désignant l'un des nombres 1,2, 8 . Mais, i désignant un nombre différ- 
ent de p, la congruence 

a £ a p + b$ ? + ....+ àdp = 1 (mod. 2) , 

deviendrait alors 

«i(ai + a 2 + +a p ._j) + + 8i(d l + d t + : . . .<*,_!) = (mod. 2), 

et il suffisait de prendre i= 1 , si p est pair, et i = 8 si p est impair, pour rendre 
le premier membre congru à zéro, ce qui est impossible. 

Nous pouvons done déduire les 1 20 lettres des 8 premières par des addi- 
tions. En appelant x ( + x 9 la lettre (a i} b t , S f ) , où sc 9 désigne 

(«i +..,.+ a g , &!+....+ b 8 , Sx + . . . . § e ), 
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les 1 20 lettres se mettent sous la forme 

O ii = x i + x } , G m — x { + x } + œ ft (i,j, k= 1, 2, . . . ., 9) 
avec a?! + a; 2 + ....+ x 9 = (mod. 2) . 

La polynôme q> % est alors composé de termes de la forme 

G\% W3 ^23) ^13^134^2311 ^123 ^456 t7 789 . 

On voit que deux lettres G sont réunies dans un même terme si les lettres c 
étudiées tout à l'heure et qui sont affectées des même indices, sont alliées, et 
réciproquement. En faisant correspondre entre elles les lettres G et c qui ont 
les mêmes indices, et en remarquant que le groupe V mentionné tout â l'heure 
est le groupe le plus général qui remplace des lettres alliées par des lettres alliées 
et des lettres non alliées par des lettres non alliées, on voit que toute substitu- 
tion du premier groupe hypoabélien correspond à une substitution faisant partie 
de F. Comme d'autre part d'après les recherches de M. Jordan, l'ordre du pre- 
mier groupe hypoabélien est 120.56.27.16.10.6, ces deux groupes sont 
isomorphes holoédriques. 

On peut remarquer que deux lettres G correspondent â deux lettres c alliées 
si l'on a la congruence 

aa! + b(3' + cy' + de' + a'a + Vf} + c'y + d'è=l (mod. 2) , 

car cette congruence exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les 8 
indices a-\-a', . . . . , S + è' définissent une lettre G. On pourra donc faire 
correspondre l'ensemble des 56 lettres alliées à une lettre c, par exemple c 89 , â 
l'ensemble des 56 lettres G satisfaisant à 

aa + b{3 + cy + dè = l, d + 5=l (mod. 2), 

obtenues en partant de la lettre particulière (0001, 0001). Mais on peut faire 
correspondre les 56 lettres associées à c 89 aux 56 racines secondaires rencontrées 
dans le cas de 7 = 8 , 

*i == c i8 > Hi = C i9 > a ij = C ij8 ) Pij == Cjj 9 J 

les 28 couples de racines secondaires s'obtiennent en associant les racines c dont 
la somme est congrue â c^, ce qui correspond dans les G à 

a + a' = & + 5' = c + c / = a + a' = /3 + /3 / = y + /=0, d + d' = 8 + 3' = 1. 
On voit finalement qu'on peut faire correspondre les 28 lettres qui sont 
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échangées par le groupe simple Y dont il est question dans le cas de l = 7 , aux 
28 systèmes de 6 indices a, b, c, a, (3 , y satisfaisant à la congruence 

aa + b(3 + cy = 1 (mod. 2) . 

On retombe ainsi sur la notation des 28 tangentes doubles dune courbe plane du 4 e 
ordre fournie directement par le théorème d'Abel. 

On voit de plus qu'on peut affecter les 28 tangentes doubles des indices 

Qi, a ( + oj (i =}: h ; i, h = 1 , 2, 7) 

avec Oj + o 3 + . . . . + o 7 = (mod. 2) , 

la condition nécessaire et suffisante pour que les 8 points de contact de 4 tan- 
gentes doubles soient sur une même conique, étant alors que la somme de leurs 
4 indices soit congrue à zéro. 

Résumé. — En passant en revue tous les cas qui viennent d'être examinés 
dans ce paragraphe, on voit qu'on peut énoncer la proposition suivante. 

La résolution de Véquaiion caractéristique d'un groupe de transformations simple 
de rang l se ramène en général, h part quelques extractions de racines carrée" à la 
résolution d'une équation algébrique de degré l. Il y a exception pour les groupes 
du type A) , pour lesquels il faut résoudre une équation de degré l 4- 1 , pour les 
groupes de rang 4 et du type D) ou F) , pour lesquels il faut résoudre une équation 
du 3 e degré et une du 4 e , et enfin pour les groupes du type B). Pour ces derniers, 
on est ramené, si 1=6, à une équation de même nature que celle qui donne les 27 
droites d'une surface du troisième ordre) si 1=7, h une équation de même nature 
que celle qui donne les 28 tangentes doubles d'une courbe plane du quatrième ordre 
enfin, si 1= 8, h une équation du 1 20 e degré dont le groupe est le premier groupe 
hypoabélien de 1 20 lettres. 

Dans la pratique on pourra dans certains cas employer la méthode des coeffi- 
cients indéterminés pour calculer les coefficients de la résolvante finale, par 
exemple dans le cas des types A), B), 0), D), F), G), parce qu'alors il est beau- 
coup plus facile de passer de la résolvante finale à l'équation caractéristique que 
de faire l'opération inverse. Par exemple dans le cas du type D), 1= 4, on se 
donnera a priori l'équation 

x* -\-px* + qx i 4- rœ 2 + s = 
qui admet pour racines dra^ et on en déduira l'équation qui admet pour racines 

8 
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zbwiin^. En identifiant avec l'équation caractéristique donnée, on aura un 
certain nombre de relations pour déterminer p, q, r, s; on vérifiera que q est 
donné par une équation du troisième degré et que, q étant déterminé, p, r, s le 
sont aussi sans ambiguité. 

§5- 

Calcul des équations différentielles auxiliaires qui se présentent dans la méthode 

de M. Lie. 

Revenons à la méthode d'intégration de M. Lie exposée dans le paragraphe 
1 er , et supposons-nous dans le cas réduit où on a une équation 

admettant un groupe simplement transitif ff à» paramètres en z x , a 8 , . . . ., a n , 
les équations de ce groupe pouvant d'ailleurs contenir x. Voici comment on 
pourra procéder pour arriver aux équations différentielles auxiliaires dont l'éta- 
blissement est le but de la méthode de M. Lie. 

Décomposons le groupe G en une série normale de sous-groupes et commen- 
çons par déterminer son plus grand sous-groupe invariant intégrable P . Nous en 
connaissons les transformations infinitésimales par la résolution d'équations 
linéaires. Ses transformations finies peuvent être déterminées par des élimina- 
tions, d'après une méthode générale due à M. Lie. On peut en effet trouver 
directement les équations finies du groupe adjoint de G ; il suffit d'effectuer sur la 
transformation infinitésimale générale e^X^f -\- .... + e r X r f de G la trans- 
formation finie 

Xi = fi \x± , x% ,...., x n ) cti , a% , • . • • , a n ) 

du même groupe G ; elle doit conserver la même forme, mais les e prennent 

certaines valeurs é 

e i = <Xji e i 4" ct^e^ + .... H - (Xi n e n , 

où les a sont des fonctions de a lt a 2 , a n . Ces équations définissent le 

groupe adjoint. Mais d'autre part on peut calculer directement les équations 
finies du groupe adjoint, ou d'un sous-groupe du groupe adjoint, en partant de 
ses transformations infinitésimales 

1,2 n df / ^ 
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En particulier supposons, ce qui est toujours permis, que X x f, X m f 

définissent le plus grand sous-groupe invariant intégrable Y et de plus que 
X i+l f, X i+i f, . . . . , X m f définissent un sous-groupe invariant dans le groupe T, 
quel que soit i, ce qu'on peut toujours supposer si on a décomposé T en une série 
normale de sous-groupes. Alors le coefficient c iks , si i et h sont inférieurs à m, 
est nul toutes les fois que s est supérieur aux deux nombres i et le . Cela étant 
si on veut trouver les équations finies de la transformation engendrée par la 
transformation infinitésimale % 1 E 1 f+.... + h m JE! m f, on aura à intégrer le 
système 

-gjf — 2X e *<Vi (* = 1 , 2, , m), 

^=0 (,/=l, 2 n-ro). 

On voit que -^- ne dépend que de e[, e' m+l , e' n , que -^ ne dépend que de 

dit M 

e i> e L e m + i> • • • • i e réi e t ainsi de suite. Par suite en procédant de proche en 

proche on n'aura jamais à intégrer que des équations de la forme 

— — hx 4- A 

h étant une constante, A une fonction connue de t qui est un polynôme en t et 
e? lt , e^', . . . . , ce qui est toujours possible. En donnant aux constantes d'inté- 
gration des valeurs telles que e{ , e' n deviennent e lf e 2 , . . . . , e n pour £=0, 

et faisant ensuite t = 1 , on aura les équations finies du plus grand sous-groupe 
invariant intégrale du groupe adjoint, soient 

e { — p a (Xi , /l 3 , . . . , 2, m ) e x + • • • -f* Pm, (Ai , A 2 , . . . , A m ) e n (i = 1 , 2 , . . . . , n) . 

En écrivant les relations 

âge (a 1( a % , . . . . , a n ) = p ik (X 1 , X 8 , . . . . , /l TO ) , 

on pourra exprimer les paramètres a lt a 2 , a n en fonction d'un certain 

nombre d'entre eux et de %i, % % , . . . . , % m et en remplaçant a 1( a 2 , . . . . , a n par 
ces valeurs dans les équations finies du groupe G, on aura les équations finies 
du sous-groupe T. En effet le groupe adjoint est isomorphe au groupe G et à 
sa transformation identique correspond l'ensemble des transformations distin- 
guées de G, transformations qui font partie de T; par suite les deux plus grands 
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sous-groupes invariants intégrables se correspondent ; donc si la transformation 

de paramètres a lt a % , , a r appartient à Y, il existe m quantités \, \, . . . . , 3\, m 

telles que l'on. ait 

a ik \ a l) a 2> • ' • • > ®r) = Pik (/W > ^2> • • • • > ^m) • 

On peut donc toujours, sans résoudre en somme autre chose que des équa- 
tions linéaires, trouver les équations finies du plus grand sous-groupe invariant 
intégrable, et par suite calculer ses invariants par des éliminations. D'après ce 
qui a été dit au paragraphe 1 er , le problème se ramènera alors à l'intégration 
d'une équation à groupe semi-simple suivie de l'intégration d'une équation à 
groupe intégrable, c'est-à-dire suivie de m quadratures. 

Supposons donc maintenant que le groupe G soit semi-simple. Si on l'a 

décomposé en ses sous-groupes invariants simples gr x , g 2 , g b , si de plus on 

a réduit la stimcture de chacun de ces groupes à sa forme canonique et que 
X lt /, ..... X r f soient les transformations infinitésimales correspondant à cette 
forme canonique, alors il est possible de trouver les équations finies des groupes 
à un paramètre engendrés par les transformations infinitésimales E x f, . . . . , E r f 
correspondantes du groupe adjoint.* Par suite il est possible de trouver les 
équations finies d'un sous-groupe de G engendré par un certain nombre des 
transformations infinitésimales E x f, . . . . , E r f, en particulier les équations finies 

des sous-groupes g lt g % g h . On pourra alors calculer les invariants des 

h sous -groupes engendrés par 

9u 9n » 9i-i> 9i+u , 9h (»= 1, 2 , h); 

ces invariants sont au nombre de n et peuvent être pris pour nouvelles variables. 
On est alors visiblement ramené à. l'intégration de h équations à groupe simple, 
et ces équations sont entièrement indépendantes les unes des autres. 

Pour ce qui regarde une équation à groupe simple G, la suite des calculs 
dépend du choix du sous-groupe maximum qu'on fait servir à la réduction. La 
détermination des plus grands sous-groupes des groupes simples n'a pas encore été 
faite complètement ; mais on peut se contenter des sous-groupes maximums qui 
contiennent une transformation arbitraire du groupe G ou qui peuvent être 
ramenés à contenir une telle transformation arbitraire. Alors on peut déterminer 
complètement tous ces sous-groupes et ils peuvent être considérés comme 
engendrés au moyen d'un certain nombre des transformations infinitésimales 

* V. Cartan, Sur la structure des groupes, p. 183. 



structure d'un groupe de transformations fini et continu. 61 

Xxf, . . . . , X r f qui servent à définir la forme canonique de la structure du 
groupe. On voit alors qu'on peut toujours trouver leurs équations finies sans 
résolution d'équations algébriques, et par suite conduire jusqu'au bout les calculs 
qui sont indiqués dans la méthode de M. Lie. Cela suppose bien entendu qu'on 
ait déterminé, correspondant à chaque sous-groupe maximum, un groupe transitif 
tel que le sous-groupe qui laisse invariant un point particulier soit précisément 
ce sous-groupe maximum. Or c'est ce qu'il est possible de faire. Mais le dével- 
oppement de ces considérations nous entraînerait bien loin, et je me propose 
d'ailleurs d'y revenir dans un autre travail. 



